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Роман ЛЕШКО

Передмова
Пропонований навчальний посiбник «ТЕОРЕТИЧНА ФIЗИКА. Практикум з
квантової механiки» присвячений практичному опануванню основ квантової
механiки — однiєї з найфундаментальнiших i найпарадоксальнiших теорiй
сучасної фiзики. Вiн є логiчним продовженням лекцiйного курсу i орiєнтований
на формування вмiнь самостiйно розв’язувати задачi, аналiзувати фiзичний
змiст результатiв та вiзуалiзувати квантовi явища.

Структура практикуму поєднує стислi теоретичнi вiдомостi (ключовi
формули, постулати, фiзична iнтерпретацiя) з детально розв’язаними прикла-
дами задач рiзної складностi — вiд нормування хвильової функцiї та принципу
суперпозицiї до тунельного ефекту, атома водню, теорiї збурень, ефектiв Зее-
мана та Штарка. Кожна тема супроводжується графiчними iлюстрацiями, що
дозволяє наочно продемонструвати iнтерференцiю, тунелювання, прецесiю
спiну та iншi квантовi процеси.

Особлива увага придiлена методичнiй чiткостi розв’язкiв: кожен приклад
мiстить чiтке формулювання умови, покрокове обґрунтування, математичнi
перетворення, фiзичний аналiз результату та вiдповiдь. Це дає можливiсть
студентам не лише засвоїти теорiю, а й виробити практичнi навички застосу-
вання операторiв, рiвняння Шредiнгера, теорiї збурень та iнших iнструментiв
квантової механiки.

Посiбник розрахований на студентiв фiзико-математичних спецiально-
стей вищих навчальних закладiв, якi вивчають квантову механiку в рамках
курсу «Теоретична фiзика». Вiн буде корисним як при пiдготовцi до практи-
чних занять i контрольних робiт, так i для самостiйної роботи та поглибленого
вивчення предмета.

Бажаємо читачам успiхiв у опануваннi квантової механiки! Нехай цей
практикум допоможе Вам не лише успiшно скласти iспит, а й по-справжньому
вiдчути красу та логiку мiкросвiту.

Роман ЛЕШКО
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Теоретична фiзика. Практикум з квантової механiки

Тема 1. Основи квантової механiки

Короткi теоретичнi вiдомостi та формули
Хвильова функцiя та ймовiрнiсний опис
У класичнiй механiцi стан частинки повнiстю визначається координатами та
iмпульсом, якi детермiновано змiнюються згiдно з другим законом Ньютона:

m
d2r⃗

dt2
= F⃗

(
r⃗,
dr⃗

dt
, t

)
У квантовiй механiцi поняття траєкторiї втрачає змiст, i стан мiкрочастинки
описується комплексною хвильовою функцiєю простору i часу Ψ(r⃗, t).

Сама хвильова функцiя фiзичного змiсту не має, але квадрат її модуля
w(r⃗, t) = |Ψ(r⃗, t)|2 = Ψ∗(r⃗, t)Ψ(r⃗, t) визначає густину ймовiрностi знаходження
частинки в заданiй точцi.

Ймовiрнiсть P (V, t) виявити частинку в певному скiнченному об’ємi V
обчислюється шляхом iнтегрування густини ймовiрностi:

P (V, t) =

∫
V

|Ψ(r⃗, t)|2dV

Умови регулярностi та нормування
Щоб хвильова функцiя мала фiзичний сенс, вона повинна задовольняти
умови регулярностi: бути скiнченною (квадратично iнтегровною), неперервною
(разом зi своїми першими похiдними) та однозначною в усьому просторi.

Оскiльки частинка достовiрно перебуває десь у нескiнченному просторi,
повна ймовiрнiсть має дорiвнювати одиницi. Це математично виражається
умовою нормування: ∫ +∞

−∞
|Ψ(r⃗, t)|2dV = 1

Якщо хвильова функцiя Φ задовольняє умови регулярностi, але не
є нормованою, її множать на нормувальну константу A, яку знаходять за
формулою:

A =
1√∫
|Φ|2dV

Принцип суперпозицiї
Якщо квантова система може перебувати у станi Ψ1 та у станi Ψ2, то вона
також може перебувати у станi Ψ, який є їхньою лiнiйною комбiнацiєю: Ψ =
c1Ψ1 + c2Ψ2, де c1 та c2 — комплекснi числа.

Густина ймовiрностi для суперпозицiї двох станiв мiстить iнтерферен-
цiйний доданок:

w = |c1|2w1 + |c2|2w2 + 2Re(c∗1c2Ψ
∗
1Ψ2)
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Роман ЛЕШКО

Цей доданок вiдповiдає за перерозподiл iмовiрностi (пiдсилення або послабле-
ння).

Приклади розв’язаних задач
Задача 1. Нормування хвильової функцiї
Хвильова функцiя частинки, що здiйснює одновимiрний рух, задана у виглядi
Ψ(x) = Ae−α|x|, де α > 0 — вiдомий параметр. Знайти нормувальну константу
A.

Розв’язання:
Використаємо умову нормування для одновимiрного випадку:∫ +∞

−∞
|Ψ(x)|2dx = 1

Пiдставимо задану функцiю:∫ +∞

−∞
|A|2e−2α|x|dx = 1

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя є парною (залежить вiд модуля x), iнтеграл
по всiй осi дорiвнює подвоєному iнтегралу вiд нуля до нескiнченностi:

2|A|2
∫ +∞

0

e−2αxdx = 1

Обчислимо цей iнтеграл:∫ +∞

0

e−2αxdx =

(
− 1

2α
e−2αx

) ∣∣∣∣∣
+∞

0

= − 1

2α
(0− 1) =

1

2α

Пiдставимо отримане значення в початкове рiвняння:

2|A|2
(

1

2α

)
= 1 =⇒ |A|2

α
= 1 =⇒ |A|2 = α

Звiдси A =
√
α (зазвичай обирають дiйсне додатне значення фази).

Вiдповiдь: A =
√
α.

Задача 2. Обчислення ймовiрностi
Частинка знаходиться у станi з нормованою хвильовою функцiєю Ψ(x) =√
αe−α|x|. Визначити ймовiрнiсть того, що в результатi вимiрювання коорди-

нати частинку буде виявлено в iнтервалi x ∈
[
− 1

α ,
1
α

]
.
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Теоретична фiзика. Практикум з квантової механiки

Розв’язання:
Ймовiрнiсть знаходження частинки в заданому iнтервалi обчислюється як
iнтеграл вiд густини ймовiрностi:

P =

∫ 1/α

−1/α

|Ψ(x)|2dx =

∫ 1/α

−1/α

αe−2α|x|dx

Знову скористаємося властивiстю парностi функцiї:

P = 2α

∫ 1/α

0

e−2αxdx

Беремо iнтеграл:

P = 2α

(
− 1

2α
e−2αx

) ∣∣∣∣∣
1/α

0

= −
(
e−2α· 1α − e0

)
= −(e−2 − 1) = 1− e−2

Оскiльки e ≈ 2.718, то e−2 ≈ 0.135. Отже, P ≈ 1 − 0.135 = 0.865, тобто
ймовiрнiсть становить 86.5%.

Вiдповiдь: P = 1− e−2 ≈ 0.865.

Задача 3. Застосування принципу суперпозицiї
Квантова система може перебувати у двох взаємно ортогональних нормованих
станах Ψ1 та Ψ2. Вiдомо, що система знаходиться у станi суперпозицiї Ψ =
1
2Ψ1 + c2Ψ2. Визначити модуль константи c2, за умови, що загальний стан Ψ
також є нормованим.

Розв’язання:
Запишемо умову нормування для стану суперпозицiї Ψ:∫

|Ψ|2dV = 1

∫ (
1

2
Ψ∗

1 + c∗2Ψ
∗
2

)(
1

2
Ψ1 + c2Ψ2

)
dV = 1

Розкриваємо дужки та розбиваємо на окремi iнтеграли:

1

4

∫
|Ψ1|2dV + |c2|2

∫
|Ψ2|2dV +

1

2
c2

∫
Ψ∗

1Ψ2dV +
1

2
c∗2

∫
Ψ∗

2Ψ1dV = 1

Згiдно з умовою задачi:

1. Стани нормованi, отже:
∫
|Ψ1|2dV = 1 та

∫
|Ψ2|2dV = 1.

2. Стани ортогональнi, тому їхнi iнтеграли перекриття дорiвнюють нулю:∫
Ψ∗

1Ψ2dV = 0 та
∫
Ψ∗

2Ψ1dV = 0.
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Пiдставляємо цi значення у розгорнуте рiвняння:

1

4
(1) + |c2|2(1) + 0 + 0 = 1

|c2|2 = 1− 1

4
=

3

4

Звiдси знаходимо модуль константи:

|c2| =
√
3

2

Вiдповiдь: |c2| =
√
3
2 .

Задача 4. Статистичне тлумачення та нормування
Хвильова функцiя частинки задана у виглядi Ψ(x) = Ce−

x2

2a2 , де a > 0 —
вiдомий параметр, а C — константа нормування. Визначити константу C та
записати нормовану хвильову функцiю.

Розв’язання:
Згiдно зi статистичним тлумаченням (постулатом Борна), квадрат модуля
хвильової функцiї |Ψ(x)|2 визначає густину ймовiрностi. Умова нормування ви-
магає, щоб повна ймовiрнiсть знайти частинку в усьому просторi дорiвнювала
одиницi: ∫ +∞

−∞
|Ψ(x)|2dx = 1

Пiдставимо задану функцiю:∫ +∞

−∞
C2e−

x2

a2 dx = 1

Використаємо вiдомий табличний iнтеграл Пуассона
∫ +∞
−∞ e−αx2

dx =
√

π
α . У

нашому випадку α = 1
a2 , тому:

C2
√
πa2 = 1 =⇒ C2a

√
π = 1 =⇒ C =

1√
a
√
π

Отже, нормована хвильова функцiя має вигляд:

Ψ(x) =
1

4
√
πa2

e−
x2

2a2

Вiдповiдь: C = 1√
a
√
π
.
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Теоретична фiзика. Практикум з квантової механiки

Задача 5. Принцип суперпозицiї
Квантова система може перебувати у станах, що описуються взаємно ор-
тогональними та нормованими хвильовими функцiями Ψ1 та Ψ2. Система
перебуває у станi суперпозицiї:

Ψ =
1

2
Ψ1 +

√
3

2
eiαΨ2

де α — деяка дiйсна фаза. Перевiрити, чи нормована загальна функцiя Ψ, та
визначити ймовiрностi P1 i P2 виявити систему у станах 1 та 2 вiдповiдно.

Розв’язання:
За принципом суперпозицiї, хвильова функцiя подається як лiнiйна комбiнацiя
базових станiв: Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2. Ймовiрнiсть виявити систему в i-му станi
дорiвнює квадрату модуля вiдповiдного коефiцiєнта: Pi = |ci|2. Знайдемо цi
ймовiрностi для заданого стану:

P1 = |c1|2 =
∣∣∣∣12
∣∣∣∣2 = 1

4

P2 = |c2|2 =

∣∣∣∣∣
√
3

2
eiα

∣∣∣∣∣
2

=

(√
3

2

)2 ∣∣eiα∣∣2 = 3

4
· 1 =

3

4

Перевiримо умову нормування загального стану (сума ймовiрностей має до-
рiвнювати одиницi):

P1 + P2 =
1

4
+

3

4
= 1

Умова виконується, отже, функцiя Ψ нормована правильно. Наявнiсть фазо-
вого множника eiα не впливає на ймовiрностi виявлення самих станiв.

Вiдповiдь: Функцiя нормована; P1 = 0.25, P2 = 0.75.

Задача 6. Середнi значення фiзичних величин
Стан частинки описується нормованою хвильовою функцiєю Ψ(x) =

√
2
L sin

(
πx
L

)
на iнтервалi x ∈ [0, L] (поза iнтервалом Ψ = 0). Знайти середнє значення
координати ⟨x⟩ та середнє значення квадрата координати ⟨x2⟩.

Розв’язання:
Середнє значення функцiї вiд координати f(x) у квантовiй механiцi обчислю-
ється за формулою:

⟨f(x)⟩ =
∫ +∞

−∞
f(x)|Ψ(x)|2dx

Оскiльки функцiя вiдмiнна вiд нуля лише на вiдрiзку [0, L], межi iнтегрування
звужуються. Знайдемо ⟨x⟩:

⟨x⟩ =
∫ L

0

x

(√
2

L
sin

πx

L

)2

dx =
2

L

∫ L

0

x sin2
(πx
L

)
dx
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Використаємо формулу sin2 α = 1−cos(2α)
2 :

⟨x⟩ = 1

L

∫ L

0

x

(
1− cos

2πx

L

)
dx =

1

L

∫ L

0

xdx− 1

L

∫ L

0

x cos
2πx

L
dx

Перший iнтеграл дає L2

2 . Другий iнтеграл дорiвнює нулю (оскiльки iнтегрує-
ться повний перiод). Отже:

⟨x⟩ = 1

L
· L

2

2
=
L

2

Тепер знайдемо ⟨x2⟩:

⟨x2⟩ = 2

L

∫ L

0

x2 sin2
(πx
L

)
dx =

1

L

∫ L

0

x2
(
1− cos

2πx

L

)
dx

⟨x2⟩ = 1

L

∫ L

0

x2dx− 1

L

∫ L

0

x2 cos

(
2πx

L

)
dx

Перший iнтеграл: 1
L

[
x3

3

]L
0
= L2

3 . Другий iнтеграл береться частинами i дорiв-

нює − L2

2π2 . Тодi результат:

⟨x2⟩ = L2

3
− L2

2π2
= L2

(
1

3
− 1

2π2

)
Вiдповiдь: ⟨x⟩ = L

2 , ⟨x2⟩ = L2
(
1
3 −

1
2π2

)
.
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Тема 2. Математичний апарат квантової механi-
ки

Короткi теоретичнi вiдомостi та формули
Оператори фiзичних величин

• У квантовiй механiцi кожнiй фiзичнiй величинi A (координатi, iмпульсу,
енергiї тощо) ставиться у вiдповiднiсть певний математичний об’єкт —
лiнiйний оператор Â. Оператор вказує на правило, за яким одна функцiя
перетворюється на iншу: ÂΨ = Φ.

• Основнi оператори:

– Оператор координати: x̂ = x (зводиться до множення на координа-
ту).

– Оператор проекцiї iмпульсу: p̂x = −iℏ ∂
∂x .

– Оператор кiнетичної енергiї: T̂ = − ℏ2
2m∆, де ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2 —
оператор Лапласа.

– Оператор повної енергiї (гамiльтонiан): Ĥ = − ℏ2
2m∆+ U(x, y, z), де

U(x, y, z) — потенцiальна енергiя взаємодiї.

• Комутатор операторiв: Величина [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. Якщо комутатор
дорiвнює нулю ([Â, B̂] = 0), кажуть, що оператори комутують. Фiзично
це означає, що вiдповiднi фiзичнi величини можна вимiряти одночасно
з довiльною точнiстю.

Власнi значення та власнi функцiї ермiтових операторiв

• Якщо дiя оператора на функцiю зводиться до множення цiєї функцiї на
деяке число a, тобто виконується рiвнiсть:

ÂΨn = anΨn

то таке рiвняння називається рiвнянням на власнi значення. Число an
називається власним значенням, а функцiя Ψn — власною функцiєю
оператора Â.

• Фiзичний змiст: якщо система перебуває у станi, що описується вла-
сною функцiєю Ψn оператора Â, то вимiрювання фiзичної величини A
достовiрно дасть значення an.

• Оператори фiзичних величин мають бути ермiтовими (самоспряжени-
ми). Це гарантує, що їхнi власнi значення завжди є дiйсними числами
(адже результати вимiрювань не можуть бути комплексними).

11
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Спiввiдношення невизначеностей

• Якщо два оператори не комутують, вiдповiднi фiзичнi величини не
можуть мати одночасно точних значень. Найвiдомiшим прикладом є
координата та проекцiя iмпульсу: [x̂, p̂x] = iℏ ̸= 0.

• Математично це виражається спiввiдношенням невизначеностей Гей-
зенберга:

∆x ·∆px ≥
ℏ
2

де ∆x та ∆px — середньоквадратичнi вiдхилення координати та iмпульсу.

• Аналогiчне спiввiдношення iснує для енергiї та часу життя стану: ∆E ·
∆t ≥ ℏ

2 .

Приклади розв’язаних задач
Задача 1. Обчислення комутатора
Знайти комутатор оператора координати x̂ та оператора проекцiї iмпульсу p̂x.

Розв’язання:
За означенням, комутатор двох операторiв [x̂, p̂x] = x̂p̂x − p̂xx̂. Щоб знайти
результат дiї комутатора, подiємо ним на довiльну хвильову функцiю Ψ(x):

[x̂, p̂x]Ψ = (x̂p̂x − p̂xx̂)Ψ = x̂(p̂xΨ)− p̂x(x̂Ψ)

Пiдставимо явний вигляд операторiв (x̂ = x, p̂x = −iℏ ∂
∂x):

x̂(p̂xΨ) = x

(
−iℏ∂Ψ

∂x

)
= −iℏx∂Ψ

∂x

У другому доданку оператор iмпульсу дiє на добуток xΨ, тому застосовуємо
правило диференцiювання добутку:

p̂x(x̂Ψ) = −iℏ ∂
∂x

(xΨ) = −iℏ
(
∂x

∂x
Ψ+ x

∂Ψ

∂x

)
= −iℏ

(
Ψ+ x

∂Ψ

∂x

)
Пiдставимо знайденi вирази у початкове рiвняння:

[x̂, p̂x]Ψ = −iℏx∂Ψ
∂x

−
(
−iℏΨ− iℏx

∂Ψ

∂x

)
= −iℏx∂Ψ

∂x
+ iℏΨ+ iℏx

∂Ψ

∂x

Скорочуючи однаковi доданки з протилежними знаками, отримуємо:

[x̂, p̂x]Ψ = iℏΨ

12
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Оскiльки функцiя Ψ є довiльною, можемо записати операторну тотожнiсть:

[x̂, p̂x] = iℏ

Вiдповiдь: [x̂, p̂x] = iℏ. Це базове комутацiйне спiввiдношення, з якого
випливає принцип невизначеностi.

Задача 2. Власнi функцiї та власнi значення
Перевiрити, чи є функцiя Ψ(x) = Aeikx (де k — дiйсна стала) власною функцi-
єю оператора проекцiї iмпульсу p̂x та оператора кiнетичної енергiї T̂ . Якщо
так, знайти вiдповiднi власнi значення.

Розв’язання:
1. Перевiримо для оператора iмпульсу p̂x = −iℏ d

dx . Подiємо цим оператором
на функцiю:

p̂xΨ(x) = −iℏ d
dx

(
Aeikx

)
= −iℏ · A · (ik)eikx = −i2ℏk · Aeikx

Оскiльки i2 = −1, маємо:

p̂xΨ(x) = ℏk ·Ψ(x)

Отриманий вираз має вигляд ÂΨ = aΨ. Отже, задана функцiя є власною
функцiєю оператора iмпульсу, а вiдповiдне власне значення дорiвнює px = ℏk.

2. Перевiримо для оператора кiнетичної енергiї T̂ = − ℏ2
2m

d2

dx2 .

T̂Ψ(x) = − ℏ2

2m

d2

dx2
(
Aeikx

)
Знайдемо другу похiдну:

d2

dx2
(
Aeikx

)
=

d

dx

(
A(ik)eikx

)
= A(ik)2eikx = −Ak2eikx = −k2Ψ(x)

Пiдставимо у вираз для дiї оператора:

T̂Ψ(x) = − ℏ2

2m

(
−k2Ψ(x)

)
=

ℏ2k2

2m
Ψ(x)

Функцiя також є власною функцiєю оператора кiнетичної енергiї, а власне
значення дорiвнює T = ℏ2k2

2m = p2x
2m , що повнiстю вiдповiдає класичнiй формулi.

Вiдповiдь: Функцiя є власною для обох операторiв; власнi значення:
px = ℏk, T = ℏ2k2

2m .

Задача 3. Спiввiдношення невизначеностей
Електрон локалiзований у межах атома лiнiйного розмiру a ≈ 10−10 м. Оцiни-
ти мiнiмальну кiнетичну енергiю електрона, користуючись спiввiдношенням
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невизначеностей Гейзенберга. (Маса електрона m ≈ 9.1·10−31 кг, стала Планка
ℏ ≈ 1.05 · 10−34 Дж·с).

Розв’язання:
Оскiльки електрон знаходиться в межах атома, невизначенiсть його коорди-
нати можна прийняти рiвною розмiру атома: ∆x ≈ a. За спiввiдношенням
невизначеностей, невизначенiсть iмпульсу становить:

∆px ≥
ℏ

2∆x
≈ ℏ

2a

Мiнiмальне значення самого iмпульсу p за порядком величини не може бути
меншим за його невизначенiсть ∆px (iнакше електрон мiг би мати нульовий
iмпульс i точну координату, що заборонено). Отже, pmin ≈ ∆px = ℏ

2a . Тодi
мiнiмальна кiнетична енергiя електрона:

Emin =
p2min

2m
≈ ℏ2

8ma2

Пiдставимо числовi значення:

Emin ≈ (1.05 · 10−34)2

8 · 9.1 · 10−31 · (10−10)2
=

1.1 · 10−68

72.8 · 10−31 · 10−20
≈ 1.1 · 10−68

7.28 · 10−50
≈ 1.5·10−19 Дж

Переведемо отримане значення в електрон-вольти (1 еВ = 1.6 · 10−19 Дж):

Emin ≈ 1.5 · 10−19

1.6 · 10−19
≈ 0.94 еВ

Цей результат (порядку 1 еВ) добре узгоджується з типовими енергiями
валентних електронiв у реальних атомах, пiдтверджуючи працездатнiсть
принципу Гейзенберга для оцiнок.

Вiдповiдь: Emin ≈ 0.94 еВ.

Задача 4. Комутатор координати та квадрата iмпульсу
Знайти комутатор оператора координати x̂ та квадрата оператора проекцiї
iмпульсу p̂2x.

Розв’язання:
За означенням, комутатор має вигляд [x̂, p̂2x] = x̂p̂2x − p̂2xx̂. Оператор квадрата
iмпульсу дорiвнює p̂2x =

(
−iℏ ∂

∂x

)2
= −ℏ2 ∂2

∂x2 . Подiємо комутатором на довiльну
хвильову функцiю Ψ(x):

[x̂, p̂2x]Ψ = x̂(p̂2xΨ)− p̂2x(x̂Ψ)

Знайдемо дiю кожного з доданкiв окремо. Перший доданок:

x̂(p̂2xΨ) = x

(
−ℏ2

∂2Ψ

∂x2

)
= −ℏ2x

∂2Ψ

∂x2
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Для другого доданку потрiбно двiчi продиференцiювати добуток xΨ:

p̂2x(x̂Ψ) = −ℏ2
∂2

∂x2
(xΨ) = −ℏ2

∂

∂x

(
Ψ+ x

∂Ψ

∂x

)
= −ℏ2

(
∂Ψ

∂x
+
∂Ψ

∂x
+ x

∂2Ψ

∂x2

)
= −ℏ2

(
2
∂Ψ

∂x
+ x

∂2Ψ

∂x2

)
Пiдставимо отриманi вирази у вихiдне рiвняння:

[x̂, p̂2x]Ψ = −ℏ2x
∂2Ψ

∂x2
−
[
−ℏ2

(
2
∂Ψ

∂x
+ x

∂2Ψ

∂x2

)]
Пiсля розкриття дужок доданки з другою похiдною скорочуються:

[x̂, p̂2x]Ψ = 2ℏ2
∂Ψ

∂x

Цей вираз можна переписати через оператор iмпульсу p̂x = −iℏ ∂
∂x . Оскiльки

∂
∂x = i

ℏ p̂x, то:

2ℏ2
∂Ψ

∂x
= 2ℏ2

(
i

ℏ
p̂xΨ

)
= 2iℏp̂xΨ

Вiдкидаючи довiльну функцiю Ψ, отримуємо операторну тотожнiсть:

[x̂, p̂2x] = 2iℏp̂x

Примiтка: Цей же результат можна отримати швидше, скориставшись вла-
стивiстю комутаторiв [Â, B̂2] = [Â, B̂]B̂ + B̂[Â, B̂].

Вiдповiдь: [x̂, p̂2x] = 2iℏp̂x.

Задача 5. Власнi функцiї та власнi значення оператора момен-
ту iмпульсу
Знайти нормованi власнi функцiї та власнi значення оператора проекцiї момен-
ту iмпульсу на вiсь z, який у полярних координатах має вигляд L̂z = −iℏ d

dφ ,
де кут φ ∈ [0, 2π].

Розв’язання:
Запишемо рiвняння на власнi значення для оператора L̂z:

L̂zΦ(φ) = LzΦ(φ)

де Φ(φ) — шукана власна функцiя, а Lz — власне значення (дiйсне число).
Пiдставимо явний вигляд оператора:

−iℏdΦ
dφ

= LzΦ

Роздiлимо змiннi:
dΦ

Φ
= i

Lz

ℏ
dφ
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Iнтегруючи обидвi частини, отримуємо загальний розв’язок диференцiального
рiвняння:

lnΦ = i
Lz

ℏ
φ+ lnC =⇒ Φ(φ) = Cei

Lz
ℏ φ

Згiдно з умовами регулярностi, хвильова функцiя має бути однозначною.
Оскiльки кути φ та φ + 2π вiдповiдають однiй i тiй самiй точцi простору,
функцiя повинна бути перiодичною з перiодом 2π:

x

y

z

r⃗

φ

+2π

L̂z = −iℏ ∂
∂φ

Φ(φ+ 2π) = Φ(φ)
Lz = mℏ

Рис. 2.1. Азимутальний кут φ та перiодичнiсть хвильової функцiї

Φ(φ+ 2π) = Φ(φ)

Cei
Lz
ℏ (φ+2π) = Cei

Lz
ℏ φ =⇒ ei

Lz
ℏ 2π = 1

З формули Ейлера випливає, що ei2πm = 1, деm— цiле число (m = 0,±1,±2, . . . ).
Отже:

Lz

ℏ
2π = 2πm =⇒ Lz = mℏ

Ми знайшли спектр власних значень — проекцiя моменту iмпульсу є квантова-
ною величиною. Тепер знайдемо константу C з умови нормування

∫ 2π

0 |Φ|2dφ =
1: ∫ 2π

0

|C|2
∣∣eimφ

∣∣2 dφ = |C|2
∫ 2π

0

1 · dφ = |C|2 · 2π = 1 =⇒ C =
1√
2π

Вiдповiдь: Власнi значення Lz = mℏ (m = 0,±1, . . . ); власнi функцiї
Φm(φ) =

1√
2π
eimφ.

Задача 6. Оцiнка енергiї нульових коливань осцилятора
Користуючись спiввiдношенням невизначеностей Гейзенберга, оцiнити мiнi-
мальну можливу енергiю (енергiю нульових коливань) лiнiйного гармонiчного
осцилятора масою m iз власною частотою ω.
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Розв’язання:
Класичний вираз для повної енергiї гармонiчного осцилятора:

E =
p2

2m
+
mω2x2

2

У квантовiй механiцi частинка не може перебувати у станi спокою на днi
потенцiальної ями (x = 0, p = 0), оскiльки це порушує принцип невизначено-
стi. Нехай частинка локалiзована в областi розмiром x навколо положення
рiвноваги. Тодi невизначенiсть координати ∆x ∼ x. Вiдповiдна невизначенiсть
iмпульсу становить ∆p ∼ p. Зi спiввiдношення невизначеностей ∆x∆p ≥ ℏ

2
вiзьмемо мiнiмально можливе значення iмпульсу:

p ≈ ℏ
2x

x

E,U(x)

U(x) = mω2x2

2

Emin = ℏω
2

∆x
−x x0

Рис. 2.2. Енергiя нульових коливань гармонiчного осцилятора

Пiдставимо цей вираз у формулу для енергiї. Тепер енергiя є функцiєю
лише одного параметра — розмiру областi локалiзацiї x:

E(x) =
1

2m

(
ℏ
2x

)2

+
mω2x2

2
=

ℏ2

8mx2
+
mω2x2

2

Щоб знайти мiнiмум енергiї, вiзьмемо похiдну по x i прирiвняємо її до нуля:

dE

dx
= − ℏ2

4mx3
+mω2x = 0

mω2x =
ℏ2

4mx3
=⇒ x4 =

ℏ2

4m2ω2
=⇒ x2 =

ℏ
2mω

Пiдставимо знайдене значення x2 назад у вираз для енергiї:

Emin =
ℏ2

8m
( ℏ
2mω

) + mω2
( ℏ
2mω

)
2

=
ℏ2 · 2mω
8mℏ

+
mω2ℏ
4mω

=
ℏω
4

+
ℏω
4

=
ℏω
2
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Отриманий результат точно збiгається зi строгим розв’язком рiвняння Шре-
дiнгера для основного стану квантового гармонiчного осцилятора.

Вiдповiдь: Emin = ℏω
2 .

Задача 7. Застосування спiввiдношення невизначеностей до
дифракцiї мiкрочастинок
Пучок електронiв iз заданим початковим iмпульсом p падає перпендикулярно
на непрозорий екран, у якому прорiзана вузька щiлина шириною a. Вико-
ристовуючи спiввiдношення невизначеностей Гейзенберга, оцiнити кутову
розбiжнiсть пучка (кут вiдхилення θ) пiсля проходження щiлини.

Розв’язання:
Нехай пучок рухається вздовж осi y, а вiсь x спрямована вздовж ширини
щiлини. До проходження екрана електрони мають чiтко визначений iмпульс
py = p та px = 0.

a ≈ ∆x
p

y

x

p⃗′

∆px

py ≈ p
θ

Рис. 2.3. Дифракцiя електронiв на щiлинi як наслiдок спiввiдношення
невизначеностей

Коли електрон проходить крiзь щiлину, його координата x стає вiдомою
з точнiстю до ширини щiлини:

∆x ≈ a

Згiдно зi спiввiдношенням невизначеностей Гейзенберга (∆x∆px ≥ ℏ/2), обме-
ження просторової локалiзацiї неминуче призводить до появи невизначеностi
проекцiї iмпульсу на вiсь x. За порядком величини ця невизначенiсть стано-
вить:

∆px ≈
ℏ
∆x

≈ ℏ
a

Через появу поперечної складової iмпульсу ∆px електрони вiдхиляються
вiд початкового напрямку. Для малих кутiв вiдхилення (tan θ ≈ θ) кутову
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розбiжнiсть пучка можна оцiнити як вiдношення виниклої невизначеностi
поперечного iмпульсу до початкового поздовжнього iмпульсу:

θ ≈ ∆px
p

Пiдставляючи сюди вираз для ∆px, остаточно отримуємо:

θ ≈ ℏ
ap

З огляду на спiввiдношення де Бройля (p = ℏk = 2πℏ
λ ), отриманий результат

θ ∼ λ
a за порядком величини збiгається з умовою першого дифракцiйного мiнi-

муму у хвильовiй оптицi. Це наочно демонструє, що дифракцiя мiкрочастинок
є прямим наслiдком принципу невизначеностi.

Вiдповiдь: θ ≈ ℏ
ap .
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Тема 3. Рiвняння Шредiнгера i закон збереження
ймовiрностi

Короткi теоретичнi вiдомостi та формули
Хвильове рiвняння (нестацiонарне рiвняння Шредiнгера)

• Основне рiвняння нерелятивiстської квантової механiки, що визначає
еволюцiю хвильової функцiї Ψ(r⃗, t) у часi, має вигляд:

iℏ
∂Ψ

∂t
= ĤΨ

де Ĥ = − ℏ2
2m∆+ U(r⃗, t) — оператор повної енергiї (гамiльтонiан).

• Це рiвняння є детермiнiстичним: якщо вiдома хвильова функцiя в поча-
тковий момент часу Ψ(r⃗, 0), рiвняння однозначно визначає її в будь-який
наступний момент t.

Стацiонарнi стани

• Якщо потенцiальна енергiя не залежить вiд часу явно (U = U(r⃗)),
квантова система може перебувати у стацiонарних станах — станах iз
точно визначеною енергiєю E.

• Хвильова функцiя стацiонарного стану факторизується (розпадається
на добуток просторової та часової частин):

Ψ(r⃗, t) = ψ(r⃗)e−iEℏ t

• Просторова частина ψ(r⃗) задовольняє стацiонарне рiвняння Шредiнгера:

∆ψ +
2m

ℏ2
(E − U(r⃗))ψ = 0

• У стацiонарному станi густина ймовiрностi w = |Ψ|2 = |ψ|2 не залежить
вiд часу.

Рiвняння неперервностi та струм ймовiрностi

• Змiна ймовiрностi знайти частинку в заданому об’ємi пов’язана з потоком
iмовiрностi через межi цього об’єму. Це виражається диференцiальним
законом збереження ймовiрностi (рiвнянням неперервностi):

∂w

∂t
+ div⃗j = 0
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• Вектор j⃗ називається густиною струму ймовiрностi i визначається за
формулою:

j⃗ =
iℏ
2m

(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ)

Для одновимiрного випадку: jx = iℏ
2m

(
Ψ∂Ψ∗

∂x −Ψ∗ ∂Ψ
∂x

)
.

Приклади розв’язаних задач
Задача 1. Вiдновлення потенцiалу за хвильовою функцiєю
Частинка масою m перебуває у стацiонарному станi, просторова частина
хвильової функцiї якого має вигляд ψ(x) = Ae−αx2, де α > 0. Знайти вираз
для потенцiальної енергiї U(x), в якiй рухається частинка, якщо вiдомо, що
в початку координат U(0) = 0. Визначити власне значення енергiї E цього
стану.

Розв’язання:
Пiдставимо задану функцiю ψ(x) в одновимiрне стацiонарне рiвняння Шре-
дiнгера:

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ

Знайдемо першу та другу похiднi вiд хвильової функцiї:

dψ

dx
= −2αx · Ae−αx2

= −2αxψ

d2ψ

dx2
= −2αψ − 2αx

dψ

dx
= −2αψ − 2αx(−2αxψ) = (4α2x2 − 2α)ψ

Пiдставимо другу похiдну у рiвняння Шредiнгера:

− ℏ2

2m
(4α2x2 − 2α)ψ + U(x)ψ = Eψ

Оскiльки ψ(x) ̸= 0, скоротимо на ψ:

−2ℏ2α2

m
x2 +

ℏ2α
m

+ U(x) = E

Звiдси виразимо потенцiальну енергiю:

U(x) = E − ℏ2α
m

+
2ℏ2α2

m
x2

За умовою задачi U(0) = 0. Пiдставимо x = 0:

0 = E − ℏ2α
m

=⇒ E =
ℏ2α
m
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Ми знайшли енергiю стану. Тепер пiдставимо E назад у вираз для U(x), щоб
отримати остаточний вигляд потенцiалу:

U(x) =
2ℏ2α2

m
x2

Отриманий потенцiал є квадратичним (U ∼ x2), що вiдповiдає квантовому
гармонiчному осцилятору.

Вiдповiдь: E = ℏ2α
m , U(x) = 2ℏ2α2

m x2.

Задача 2. Струм ймовiрностi для вiльної частинки
Стан вiльної частинки масою m описується плоскою хвилею де Бройля:
Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt), де A — дiйсна амплiтуда. Знайти густину струму ймовiр-
ностi j для цього стану.

Розв’язання:
Густина струму ймовiрностi для одновимiрного руху:

j =
iℏ
2m

(
Ψ
∂Ψ∗

∂x
−Ψ∗∂Ψ

∂x

)
Запишемо комплексно-спряжену хвильову функцiю:

Ψ∗(x, t) = Ae−i(kx−ωt)

Знайдемо частиннi похiднi по координатi x:

∂Ψ

∂x
= ikAei(kx−ωt) = ikΨ

∂Ψ∗

∂x
= −ikAe−i(kx−ωt) = −ikΨ∗

Пiдставимо цi вирази у формулу для струму:

j =
iℏ
2m

(Ψ(−ikΨ∗)−Ψ∗(ikΨ)) =
iℏ
2m

(
−2ik|Ψ|2

)
=

ℏk
m

|Ψ|2

Оскiльки |Ψ|2 = A2, а швидкiсть частинки v = p
m = ℏk

m , маємо:

j = vA2

Струм ймовiрностi дорiвнює добутку густини ймовiрностi на класичну швид-
кiсть поширення.

Вiдповiдь: j = ℏk
mA

2.

Задача 3. Струм ймовiрностi для зустрiчних хвиль
Хвильова функцiя частинки є суперпозицiєю двох зустрiчних хвиль (падаючої
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та вiдбитої) i має вигляд просторової частини ψ(x) = Aeikx +Be−ikx. Знайти
густину струму ймовiрностi для цього стацiонарного стану.

Розв’язання:
Оскiльки стан стацiонарний, часовий множник e−iEt/ℏ скоротиться у формулi
для струму (через множення ΨΨ∗), тому можемо обчислювати j лише за
просторовою частиною:

j =
iℏ
2m

(
ψ
dψ∗

dx
− ψ∗dψ

dx

)
Маємо:

ψ = Aeikx +Be−ikx

ψ∗ = A∗e−ikx +B∗eikx

Знаходимо похiднi:
dψ

dx
= ikAeikx − ikBe−ikx

dψ∗

dx
= −ikA∗e−ikx + ikB∗eikx

Пiдставимо у формулу (винесемо ik за дужки):

ψ
dψ∗

dx
= (Aeikx+Be−ikx)·ik(−A∗e−ikx+B∗eikx) = ik(−|A|2+AB∗e2ikx−A∗Be−2ikx+|B|2)

ψ∗dψ

dx
= (A∗e−ikx+B∗eikx)·ik(Aeikx−Be−ikx) = ik(|A|2−A∗Be−2ikx+AB∗e2ikx−|B|2)

Вiднiмемо другий вираз вiд першого:

ψ
dψ∗

dx
− ψ∗dψ

dx
= ik

(
−2|A|2 + 2|B|2

)
= −2ik

(
|A|2 − |B|2

)
Домножимо на iℏ

2m :

j =
iℏ
2m

(
−2ik(|A|2 − |B|2)

)
=

ℏk
m

(
|A|2 − |B|2

)

x

w(x)

j = v|A|2

ji = −v|B|2

Бар’єр

jΣ = j + ji

Рис. 3.1. Iлюстрацiя закону неперервностi для потокiв ймовiрностi пiд час
вiдбивання вiд бар’єра

23



Роман ЛЕШКО

Вiдповiдь: j = ℏk
m |A|2 − ℏk

m |B|2. (Результуючий струм дорiвнює рiзницi
струмiв падаючої та вiдбитої хвиль. Iнтерференцiйнi доданки взаємно знищи-
лися).

Задача 4. Хвильова функцiя над потенцiальною сходинкою
Частинка з енергiєю E рухається злiва направо (x > 0) i натрапляє на
потенцiальну сходинку: U(x) = 0 при x < 0 та U(x) = U0 при x ≥ 0.
Вважаючи, що E > U0, записати загальний вигляд стацiонарних хвильових
функцiй у обох областях та зобразити їх якiсно на рисунку.

Розв’язання:
Запишемо стацiонарне рiвняння Шредiнгера для двох областей. В областi I
(x < 0):

d2ψ1

dx2
+

2mE

ℏ2
ψ1 = 0 =⇒ d2ψ1

dx2
+ k21ψ1 = 0

де k1 =
√
2mE
ℏ — хвильове число набiгаючої частинки. Загальний розв’язок у

цiй областi складається з падаючої та вiдбитої хвиль:

ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x

В областi II (x > 0):

d2ψ2

dx2
+

2m(E − U0)

ℏ2
ψ2 = 0 =⇒ d2ψ2

dx2
+ k22ψ2 = 0

де k2 =
√

2m(E−U0)

ℏ . Оскiльки за сходинкою немає вiдбиваючих об’єктiв, там
iснує лише хвиля, що пройшла вправо:

ψ2(x) = Ceik2x

Якiсно зобразимо дiйсну частину хвильової функцiї. Оскiльки E >
E − U0, то k1 > k2. Хвильове число обернено пропорцiйне довжинi хвилi де
Бройля (λ = 2π/k), тому над сходинкою довжина хвилi частинки збiльшується
(λ2 > λ1), а кiнетична енергiя зменшується.
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x

E,U(x)

U0

0

U0

E

Область I (k1) Область II (k2)

Reψ(x)

Рис. 3.2. Хвильова функцiя частинки при проходженнi потенцiальної
сходинки

Зображений рисунок наочно демонструє неперервнiсть самої функцiї
в точцi x = 0 та збiльшення довжини хвилi в Областi II. Спiввiдношення
мiж амплiтудами A,B i C знаходиться з умов зшивання: ψ1(0) = ψ2(0) та
ψ′
1(0) = ψ′

2(0).
Вiдповiдь: ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x (x < 0); ψ2(x) = Ceik2x (x > 0), де

k1 =
√
2mE/ℏ, k2 =

√
2m(E − U0)/ℏ.

Задача 5. Зв’язаний стан у дельта-подiбнiй ямi
Частинка масою m перебуває в полi притягувального потенцiалу U(x) =
−αδ(x), де α > 0, а δ(x) — функцiя Дiрака. Знайти енергiю єдиного стацiо-
нарного зв’язаного стану частинки (E < 0).

Розв’язання:
Запишемо стацiонарне рiвняння Шредiнгера:

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
− αδ(x)ψ = Eψ

Для всiх точок x ̸= 0 потенцiал дорiвнює нулю, i рiвняння набуває вигляду:

d2ψ

dx2
− κ2ψ = 0

де введено позначення κ =
√
−2mE
ℏ > 0 (оскiльки енергiя зв’язаного стану

вiд’ємна, E = −|E|). Розв’язки для двох областей:

ψ(x) =

{
Aeκx +Be−κx, x < 0

Ceκx +De−κx, x > 0

Умови регулярностi вимагають, щоб функцiя не прямувала до нескiнченностi
при x→ ±∞. Отже, B = 0 та C = 0. Умова неперервностi в точцi x = 0 дає
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ψ(−0) = ψ(+0) =⇒ A = D. Отже, хвильова функцiя має вигляд:

ψ(x) = Ae−κ|x|

x

ψ(x), U(x)

U(x) = −αδ(x)

0

ψ(x) = Ae−κ|x|

Рис. 3.3. Зв’язаний стан у дельта-подiбному потенцiалi (злам похiдної при
x = 0)

Як видно з рисунка, у точцi x = 0 хвильова функцiя має злам (по-
хiдна терпить розрив). Цей розрив зумовлений сингулярнiстю потенцiалу.
Знайдемо його, проiнтегрувавши вихiдне рiвняння Шредiнгера вiд −ϵ до +ϵ i
спрямувавши ϵ→ 0:

− ℏ2

2m

∫ +ϵ

−ϵ

d2ψ

dx2
dx− α

∫ +ϵ

−ϵ

δ(x)ψ(x)dx = E

∫ +ϵ

−ϵ

ψ(x)dx

Перший iнтеграл дає рiзницю перших похiдних, другий (за властивiстю дельта-
функцiї) видiляє значення ψ(0), а iнтеграл справа прямує до нуля, бо ψ(x)
неперервна та обмежена:

− ℏ2

2m
(ψ′(+0)− ψ′(−0))− αψ(0) = 0

Знайдемо похiднi вiд нашої функцiї ψ(x) = Ae−κ|x|:

ψ′(+0) = −κA, ψ′(−0) = κA, ψ(0) = A

Пiдставимо їх у знайдену умову зшивання похiдних:

− ℏ2

2m
(−κA− κA)− αA = 0 =⇒ ℏ2κ

m
A = αA

Скорочуючи на A (амплiтуда не нуль), знаходимо параметр κ:

κ =
mα

ℏ2
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Оскiльки ми позначали κ =
√
−2mE
ℏ , звiдси знаходимо енергiю:

−2mE

ℏ2
=
(mα
ℏ2
)2

=⇒ E = −mα
2

2ℏ2

Це єдина можлива енергiя дискретного спектра для такої системи.
Вiдповiдь: E = −mα2

2ℏ2 .
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Тема 4. Найпростiшi задачi квантової механiки

Короткi теоретичнi вiдомостi та формули
Частинка в одновимiрнiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi
Для частинки масою m, яка знаходиться в ямi шириною a з нескiнченно висо-
кими стiнками (0 < x < a), енергетичний спектр є дискретним (квантованим):

En =
π2ℏ2n2

2ma2
, n = 1, 2, 3, . . .

Нормованi власнi хвильовi функцiї мають вигляд стоячих хвиль:

ψn(x) =

√
2

a
sin
(nπx

a

)
Мiнiмальна енергiя (енергiя основного стану) E1 ̸= 0, що є наслiдком спiввiд-
ношення невизначеностей.

Лiнiйний гармонiчний осцилятор
Потенцiальна енергiя осцилятора: U(x) = mω2x2

2 . Розв’язок рiвняння Шредiн-
гера дає еквiдистантний енергетичний спектр:

En = ℏω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .

Енергiя основного стану (n = 0) дорiвнює E0 =
ℏω
2 (енергiя нульових коливань).

Хвильовi функцiї виражаються через полiноми Ермiта. Хвильова функцiя
основного стану має форму гауссiвської кривої: ψ0(x) ∼ e−

mω
2ℏ x2.

Тунельний ефект
Квантова частинка може пройти крiзь потенцiальний бар’єр, навiть якщо
її повна енергiя менша за висоту бар’єра (E < U0). Це явище називається
тунельним ефектом. Iмовiрнiсть проходження частинки крiзь бар’єр характе-
ризується коефiцiєнтом прозоростi D. Для бар’єра довiльної форми U(x) у
квазiкласичному наближеннi:

D ≈ D0 exp

(
−2

ℏ

∫ x2

x1

√
2m(U(x)− E) dx

)
де x1, x2 — класичнi точки повороту (межi бар’єра, де U(x) = E).

Приклади розв’язаних задач
Задача 1. Ймовiрнiсть перебування частинки в ямi
Електрон знаходиться в одновимiрнiй нескiнченно глибокiй потенцiальнiй
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ямi шириною a в основному станi. Визначити ймовiрнiсть знайти електрон
у середнiй третинi ями (в iнтервалi вiд a/3 до 2a/3). Зобразити графiчно
густину ймовiрностi для цього стану.

Розв’язання:
Хвильова функцiя основного стану (n = 1) має вигляд:

ψ1(x) =

√
2

a
sin
(πx
a

)
Густина ймовiрностi знайти частинку в точцi x дорiвнює:

w1(x) = |ψ1(x)|2 =
2

a
sin2

(πx
a

)

x

w1(x)

0 aa/3 2a/3

Рис. 4.1. Густина ймовiрностi для основного стану та площа, що вiдповiдає
шуканiй iмовiрностi

Шукана ймовiрнiсть P — це iнтеграл вiд густини ймовiрностi в заданих
межах (на рисунку це заштрихована площа пiд кривою):

P =

∫ 2a/3

a/3

2

a
sin2

(πx
a

)
dx

Використаємо формулу пониження степеня sin2 α = 1−cos(2α)
2 :

P =
2

a

∫ 2a/3

a/3

1− cos
(
2πx
a

)
2

dx =
1

a

∫ 2a/3

a/3

dx− 1

a

∫ 2a/3

a/3

cos

(
2πx

a

)
dx

Обчислюємо iнтеграли:

P =
1

a

(
2a

3
− a

3

)
− 1

a
· a
2π

sin

(
2πx

a

) ∣∣∣∣∣
2a/3

a/3

P =
1

3
− 1

2π

[
sin

(
4π

3

)
− sin

(
2π

3

)]
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Оскiльки sin
(
2π
3

)
=

√
3
2 i sin

(
4π
3

)
= −

√
3
2 , маємо:

P =
1

3
− 1

2π

(
−
√
3

2
−

√
3

2

)
=

1

3
+

√
3

2π

Оцiнимо числове значення: P ≈ 0.333 + 1.732
6.28 ≈ 0.333 + 0.276 = 0.609. Отже,

ймовiрнiсть становить близько 61
Вiдповiдь: P = 1

3 +
√
3

2π ≈ 61%.

Задача 2. Тунелювання крiзь прямокутний бар’єр
Частинка масою m та енергiєю E налiтає на прямокутний потенцiальний
бар’єр висотою U0 та шириною d (причому E < U0). Оцiнити коефiцiєнт
прозоростi бар’єра. Зобразити хiд хвильової функцiї.

Розв’язання:
Для прямокутного бар’єра (U(x) = U0 = const на iнтервалi 0 < x < d)
пiдiнтегральний вираз у формулi для коефiцiєнта прозоростi є сталим:

D ≈ D0 exp

(
−2

ℏ

∫ d

0

√
2m(U0 − E) dx

)

x

U(x)

U0

0 d

E

ψI ∼ eikx +Re−ikx

∼ e−κx ψIII ∼ Teikx

Рис. 4.2. Тунельний ефект: експоненцiйне затухання хвильової функцiї пiд
бар’єром

Оскiльки
√

2m(U0 − E) не залежить вiд x, iнтеграл дорiвнює просто
добутку пiдiнтегрального виразу на ширину бар’єра d:

D ≈ D0 exp

(
−2d

ℏ
√

2m(U0 − E)

)
Цей результат показує, що ймовiрнiсть проходження частинки крiзь бар’єр
експоненцiально сильно (дуже стрiмко) падає при збiльшеннi ширини бар’єра
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d та його "висоти"вiдносно енергiї частинки (U0−E). Саме ця формула якiсно
пояснює явище альфа-розпаду важких ядер, автоелектронну емiсiю та роботу
тунельного мiкроскопа.

Вiдповiдь: D ≈ D0 exp
(
−2d

ℏ

√
2m(U0 − E)

)
.

Задача 3. Класичнi точки повороту квантового осцилятора
Знайти координати точок, у яких класична частинка-осцилятор з енергiєю,
що дорiвнює енергiї основного квантового стану (E0 = ℏω/2), зупиняється i
повертає назад. Порiвняти це з поведiнкою квантового осцилятора.

Розв’язання:
У класичнiй механiцi частинка може рухатися лише там, де її повна енергiя E
не менша за потенцiальну U(x). Точки, де E = U(x), називаються класичними
точками повороту (в них кiнетична енергiя дорiвнює нулю). Прирiвняємо
енергiю основного стану до потенцiальної енергiї:

ℏω
2

=
mω2x2

2

Звiдси знайдемо x2:

x2 =
ℏ
mω

Отже, класичнi точки повороту дорiвнюють:

x1,2 = ±
√

ℏ
mω

x

E,U(x)

U(x)

E0

−x0 x0

ψ0(x)

Рис. 4.3. Хвильова функцiя основного стану гармонiчного осцилятора.
Заштрихована область iлюструє проникнення частинки в класично

заборонену зону.

Як видно з рисунка, квантова хвильова функцiя ψ0(x) (гауссiвська
крива) не обривається рiзко в точках ±x0, а плавно спадає експоненцiально.
Це означає, що у квантовiй механiцi iснує вiдмiнна вiд нуля ймовiрнiсть знайти
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частинку в класично забороненiй областi (|x| > x0), де її "класична"кiнетична
енергiя була б вiд’ємною. Це явище спорiднене з тунельним ефектом.

Вiдповiдь: x1,2 = ±
√

ℏ
mω . Квантовий осцилятор може проникати за

класичнi точки повороту.

Задача 4. Холодна емiсiя електронiв (автоелектронна емiсiя)
Електрони в металi перебувають у потенцiальнiй ямi. Для того, щоб вирвати
електрон з поверхнi металу у вакуум, потрiбно виконати роботу виходу A.
Якщо до поверхнi металу прикласти сильне зовнiшнє однорiдне електричне по-
ле напруженiстю E , потенцiальний бар’єр стає трикутним, i електрони можуть
тунелювати крiзь нього у вакуум. Використовуючи квазiкласичне наближення,
знайти ймовiрнiсть тунелювання (коефiцiєнт прозоростi D) електрона.

Розв’язання:
Нехай поверхня металу знаходиться в площинi x = 0, а метал займає область
x < 0. Зовнiшнє електричне поле E спрямоване до металу, тому на електрон
дiє сила F = eE у додатному напрямку осi x (де e — модуль заряду електрона).
Потенцiальна енергiя електрона у вакуумi (x > 0) має вигляд:

U(x) = U0 − eEx

де U0 — енергiя спокою електрона у вакуумi за вiдсутностi поля.

x

E,U(x)

U0

Метал

0

E

A

x0

D

Рис. 4.4. Проходження електрона крiзь трикутний потенцiальний бар’єр
на межi металу

Електрон всерединi металу має енергiю E. Рiзниця мiж енергiєю спокою
у вакуумi та енергiєю електрона в металi дорiвнює роботi виходу: U0 −E = A.
Тодi «висота» бар’єра для електрона з енергiєю E запишеться як:

U(x)− E = U0 − E − eEx = A− eEx
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Класична точка повороту x0, де частинка вийшла б з-пiд бар’єра (U(x0) = E),
знаходиться з умови:

A− eEx0 = 0 =⇒ x0 =
A

eE

Скористаємося квазiкласичною формулою для коефiцiєнта прозоростi:

D ≈ exp

(
−2

ℏ

∫ x0

0

√
2m(U(x)− E) dx

)
Пiдставимо наш вираз:

D ≈ exp

(
−2

√
2m

ℏ

∫ A/eE

0

√
A− eEx dx

)

Обчислимо iнтеграл. Зробимо замiну змiнної: y = A−eEx, тодi dy = −eEdx =⇒
dx = −dy

eE . Межi iнтегрування: при x = 0 → y = A; при x = A/eE → y = 0.∫ A/eE

0

√
A− eEx dx =

∫ 0

A

√
y

(
−dy
eE

)
=

1

eE

∫ A

0

y1/2dy =
1

eE

[
2

3
y3/2

]A
0

=
2A3/2

3eE

Пiдставляючи обчислений iнтеграл у показник експоненти, остаточно отриму-
ємо:

D ≈ exp

(
−4

√
2mA3/2

3ℏeE

)
Цей результат (вiдомий як закон Фаулера-Нордгейма) показує, що ймовiрнiсть
емiсiї (а отже, i сила струму) надзвичайно стрiмко зростає при збiльшеннi
напруженостi електричного поля E .

Вiдповiдь: D ≈ exp
(
−4

√
2mA3/2

3ℏeE

)
.

Задача 5. Квантовий осцилятор у зовнiшньому електричному
полi
Частинка масою m iз зарядом q здiйснює гармонiчнi коливання з власною
частотою ω вздовж осi x. Систему помiстили в однорiдне зовнiшнє електричне
поле напруженiстю E , спрямоване вздовж осi x. Знайти власнi значення енергiї
та хвильовi функцiї стацiонарних станiв такої системи.

Розв’язання:
Потенцiальна енергiя частинки складається з енергiї пружної взаємодiї (осци-
лятора) та потенцiальної енергiї заряду в електричному полi:

Unew(x) =
mω2x2

2
− qEx
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Стацiонарне рiвняння Шредiнгера має вигляд:

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+

(
mω2x2

2
− qEx

)
ψ = Eψ

Перетворимо вираз для потенцiальної енергiї, застосувавши метод видiлення
повного квадрата. Винесемо mω2

2 за дужки:

Unew(x) =
mω2

2

(
x2 − 2qE

mω2
x

)
Додамо i вiднiмемо в дужках квадрат виразу

(
qE
mω2

)
, щоб згорнути формулу

(a− b)2:

Unew(x) =
mω2

2

(
x2 − 2x

qE
mω2

+

(
qE
mω2

)2

−
(
qE
mω2

)2
)

Unew(x) =
mω2

2

(
x− qE

mω2

)2

− q2E2

2mω2

x

U(x)

mω2x2

2

−qEx

Unew(x)

x0

∆E

Рис. 4.5. Змiщення потенцiальної ями гармонiчного осцилятора пiд дiєю
однорiдного електричного поля

Введемо позначення: x0 = qE
mω2 — нове положення рiвноваги; ∆E = q2E2

2mω2

— константа, що має розмiрнiсть енергiї. Тепер потенцiальна енергiя набуває
простого вигляду:

Unew(x) =
mω2

2
(x− x0)

2 −∆E

Пiдставимо цей вираз у рiвняння Шредiнгера:

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+
mω2

2
(x− x0)

2ψ = (E +∆E)ψ
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Зробимо замiну координат y = x − x0. Оскiльки dx = dy, оператор другої
похiдної не змiниться ( d2

dx2 =
d2

dy2 ). Рiвняння набуде класичного вигляду для
гармонiчного осцилятора:

− ℏ2

2m

d2ψ

dy2
+
mω2y2

2
ψ = E ′ψ

де ефективна енергiяE ′ = E+∆E. Як вiдомо, енергетичний спектр звичайного
осцилятора: E ′

n = ℏω
(
n+ 1

2

)
. Тодi власнi значення енергiї нашої системи:

En = E ′
n −∆E = ℏω

(
n+

1

2

)
− q2E2

2mω2

Хвильовi функцiї стацiонарних станiв просто зсуваються в просторi на вели-
чину x0:

ψn(x) = ψ(osc)
n (x− x0)

де ψ(osc)
n — вiдомi хвильовi функцiї незбуреного гармонiчного осцилятора

(через полiноми Ермiта). Отже, електричне поле не змiнює вiдстань мiж
енергетичними рiвнями (вона залишається ℏω), а лише зсуває всю систему
рiвнiв вниз на величину ∆E i змiщує положення рiвноваги осцилятора в точку
x0.

Вiдповiдь: En = ℏω
(
n+ 1

2

)
− q2E2

2mω2 ; ψn(x) = ψ
(osc)
n

(
x− qE

mω2

)
.

Задача 6. Зв’язанi стани в напiвнескiнченнiй потенцiальнiй ямi
Частинка масою m знаходиться в одновимiрнiй потенцiальнiй ямi, яка з
одного боку обмежена нескiнченно високою стiнкою, а з iншого — скiнченним
бар’єром: U(x) = ∞ при x < 0; U(x) = 0 при 0 ≤ x ≤ a; U(x) = U0 при
x > a. Отримати трансцендентне рiвняння для визначення енергiї дискретних
(зв’язаних) станiв частинки (0 < E < U0).

Розв’язання:
Запишемо стацiонарне рiвняння Шредiнгера для трьох областей простору.

1) В областi I (x < 0) потенцiальна енергiя нескiнченна, тому частинка
туди проникнути не може. Отже, хвильова функцiя тотожно дорiвнює нулю:
ψ1(x) = 0.

2) В областi II (всерединi ями, 0 ≤ x ≤ a) маємо вiльний рух (U = 0):

− ℏ2

2m

d2ψ2

dx2
= Eψ2 =⇒ d2ψ2

dx2
+ k2ψ2 = 0

де k =
√
2mE
ℏ . Загальний розв’язок: ψ2(x) = A sin(kx) + B cos(kx). З умови

неперервностi хвильової функцiї в точцi x = 0 маємо:

ψ2(0) = ψ1(0) = 0 =⇒ A sin(0) +B cos(0) = 0 =⇒ B = 0
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Тому всерединi ями: ψ2(x) = A sin(kx).
3) В областi III (x > a) частинка перебуває пiд бар’єром (E < U0):

− ℏ2

2m

d2ψ3

dx2
+ U0ψ3 = Eψ3 =⇒ d2ψ3

dx2
− κ2ψ3 = 0

де κ =

√
2m(U0−E)

ℏ . Загальний розв’язок: ψ3(x) = Ce−κx +Deκx. З умови обме-
женостi хвильової функцiї на нескiнченностi (ψ → 0 при x → ∞) випливає,
що D = 0. Отже, пiд бар’єром: ψ3(x) = Ce−κx.

x

E,U(x)

U0

∞

0 a

E

ψ2 = A sin(kx)
ψ3 = Ce−κx

Рис. 4.6. Зв’язаний стан в асиметричнiй потенцiальнiй ямi. Функцiя
обнуляється на лiвiй межi та експоненцiально загасає на правiй

Тепер застосуємо умови зшивання на правiй межi ями (x = a). Хвильова
функцiя та її перша похiдна мають бути неперервними: 1) ψ2(a) = ψ3(a) =⇒
A sin(ka) = Ce−κa 2) ψ′

2(a) = ψ′
3(a) =⇒ Ak cos(ka) = −Cκe−κa

Подiлимо друге рiвняння на перше (амплiтуди A та C скоротяться, а
також експонента):

Ak cos(ka)

A sin(ka)
=

−Cκe−κa

Ce−κa

k ctg(ka) = −κ
Отримане рiвняння є шуканим трансцендентним рiвнянням. Щоб про-

аналiзувати його, помножимо обидвi частини на a та введемо безрозмiрнi
змiннi: ξ = ka та η = κa. Тодi рiвняння набуде вигляду:

ξ ctg ξ = −η

При цьому змiннi ξ та η пов’язанi мiж собою (оскiльки обидвi залежать вiд
енергiї E):

ξ2 + η2 = k2a2 + κ2a2 =
2mEa2

ℏ2
+

2m(U0 − E)a2

ℏ2
=

2mU0a
2

ℏ2
≡ R2
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Величина R фiксована для конкретної ями (залежить лише вiд її ширини
a та глибини U0). Рiвняння розв’язується графiчно шляхом знаходження
точок перетину кривих f(ξ) = −ξ ctg ξ та кола η =

√
R2 − ξ2 у першiй чвертi

(ξ > 0, η > 0). Оскiльки котангенс має бути вiд’ємним, розв’язки iснують
лише в iнтервалах π/2 < ξ < π, 3π/2 < ξ < 2π тощо. Звiдси випливає, що
якщо R < π/2 (яма надто мiлка або вузька), у нiй взагалi не iснує жодного
зв’язаного стану.

Вiдповiдь: Трансцендентне рiвняння: k ctg(ka) = −κ, де k =
√
2mE
ℏ ,

κ =

√
2m(U0−E)

ℏ .

Задача 7. Неперервний спектр у напiвнескiнченнiй потенцiаль-
нiй ямi
Розглянути ту саму потенцiальну яму, що й у попереднiй задачi: U(x) = ∞
при x < 0; U(x) = 0 при 0 ≤ x ≤ a; U(x) = U0 при x > a. Проте тепер
частинка має енергiю E > U0 (неперервний спектр) i налiтає на яму з боку
x → +∞. Знайти хвильовi функцiї стацiонарного стану та визначити зсув
фази вiдбитої хвилi.

Розв’язання:
Запишемо стацiонарне рiвняння Шредiнгера для тих самих трьох областей
простору.

1) В областi I (x < 0) потенцiальна енергiя нескiнченна, тому частинка
туди не проникає: ψ1(x) = 0.

2) В областi II (всерединi ями, 0 ≤ x ≤ a) кiнетична енергiя дорiвнює
E, рiвняння має вигляд:

d2ψ2

dx2
+ k21ψ2 = 0, де k1 =

√
2mE

ℏ

З урахуванням граничної умови ψ2(0) = ψ1(0) = 0, розв’язок є синусоїдою:

ψ2(x) = A sin(k1x)

3) В областi III (x > a) частинка рухається над бар’єром (E > U0).
Рiвняння:

d2ψ3

dx2
+ k22ψ3 = 0, де k2 =

√
2m(E − U0)

ℏ
Оскiльки злiва знаходиться нескiнченна стiнка, яка iдеально вiдбиває ча-
стинки, iмовiрнiсть пройти в область x < 0 дорiвнює нулю. Це означає, що
iнтенсивнiсть вiдбитої хвилi дорiвнює iнтенсивностi падаючої (коефiцiєнт вiд-
бивання R = 1). Тому в областi III утворюється стояча хвиля, яку найзручнiше
записати через дiйсну тригонометричну функцiю з деякою початковою фазою
δ та амплiтудою F :

ψ3(x) = F sin(k2(x− a) + δ)
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x

E,U(x)

U0

∞

0 a

E

ψ2 = A sin(k1x)

ψ3 = F sin(k2(x− a) + δ)

Рис. 4.7. Неперервний спектр. Хвильова функцiя осцилює в обох областях,
але з рiзною довжиною хвилi (оскiльки k1 > k2).

Для знаходження фази δ та зв’язку мiж амплiтудами A i F , застосуємо
стандартнi умови зшивання в точцi x = a: 1) Неперервнiсть функцiї: ψ2(a) =
ψ3(a) =⇒ A sin(k1a) = F sin(δ) 2) Неперервнiсть похiдної: ψ′

2(a) = ψ′
3(a) =⇒

Ak1 cos(k1a) = Fk2 cos(δ)
Подiлимо перше рiвняння на друге:

1

k1
tg(k1a) =

1

k2
tg(δ)

Звiдси знаходимо зсув фази вiдбитої хвилi:

tg(δ) =
k2
k1

tg(k1a) =⇒ δ = arctg

(
k2
k1

tg(k1a)

)
Отже, для неперервного спектра енергiя E може набувати будь-яких довiльних
значень E > U0. При цьому частинка не може бути захоплена ямою: падаюча
хвиля завжди повнiстю вiдбивається (R = 1), але взаємодiя з ямою призводить
до змiни фази вiдбитої хвилi на величину δ, яка залежить вiд енергiї частинки
та геометрiї потенцiалу.

Вiдповiдь: ψ2(x) = A sin(k1x), ψ3(x) = F sin(k2(x − a) + δ), де фаза

δ = arctg
(
k2
k1
tg(k1a)

)
, k1 =

√
2mE
ℏ , k2 =

√
2m(E−U0)

ℏ .

Задача 8. Умова iснування дискретних рiвнiв (графiчний ана-
лiз)
Користуючись трансцендентним рiвнянням, отриманим у Задачi 6, знайти
умову, за якої в асиметричнiй потенцiальнiй ямi (з однiєю нескiнченною та
однiєю скiнченною стiнкою висотою U0) iснує хоча б один дискретний рiвень
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енергiї. Якою має бути мiнiмальна ширина a та глибина U0 ями для утворення
зв’язаного стану?

Розв’язання:
У Задачi 6 ми отримали систему з двох рiвнянь для безрозмiрних змiнних

ξ = a
√
2mE
ℏ та η =

a
√

2m(U0−E)

ℏ : 1) η = −ξ ctg ξ (трансцендентне рiвняння з
умов зшивання). 2) ξ2 + η2 = R2, де R = a

√
2mU0

ℏ — безрозмiрний параметр
(«радiус»), що характеризує саму яму.

Оскiльки за фiзичним змiстом ξ > 0 та η > 0 (хвильовi числа додатнi),
розв’язки iснують лише у першiй чвертi координатної площини (ξ, η). Фун-
кцiя f(ξ) = −ξ ctg ξ є додатною лише там, де котангенс вiд’ємний, тобто в
iнтервалах:

π

2
< ξ < π;

3π

2
< ξ < 2π; . . .

Перша гiлка цiєї функцiї починається в точцi ξ = π/2 (де η = 0) i асимптотично
прямує до нескiнченностi при ξ → π.

Друге рiвняння ξ2+ η2 = R2 описує коло радiуса R iз центром у початку
координат. Дискретнi рiвнi енергiї вiдповiдають точкам перетину кола та
графiка функцiї η = −ξ ctg ξ.

ξ

η

π/2 π 3π/2

η = −ξ ctg ξ

R1 <
π
2

(немає рiвнiв)

R2 >
π
2

(один рiвень)

Зв’язаний стан

Рис. 4.8. Графiчне розв’язування трансцендентного рiвняння для
асиметричної ями

З рисунка 4.8 чiтко видно: для того, щоб коло перетнуло хоча б першу
гiлку графiка, його радiус R має бути бiльшим за точку початку цiєї гiлки на
осi абсцис, тобто R > π/2. Запишемо цю умову через фiзичнi параметри ями:

a
√
2mU0

ℏ
>
π

2
=⇒ 2mU0a

2

ℏ2
>
π2

4

Звiдси легко виразити мiнiмальну необхiдну глибину ями Umin (при заданiй
ширинi a) або мiнiмальну ширину amin (при заданiй глибинi U0):

U0 >
π2ℏ2

8ma2
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Цiкаво порiвняти цей результат iз симетричною потенцiальною ямою
(де обидвi стiнки скiнченнi). У повнiстю симетричнiй ямi завжди iснує хоча б
один зв’язаний стан, якою б мiлкою вона не була. А от в асиметричнiй ямi (або
у тривимiрнiй сферичнiй ямi, яка зводиться до аналогiчного рiвняння) яма
повинна мати певну мiнiмальну «ємнiсть» (U0a

2), щоб утримати частинку.
Вiдповiдь: Для iснування дискретного рiвня необхiдно, щоб U0 >

π2ℏ2
8ma2 .
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Тема 5. Момент кiлькостi руху i спiн

Короткi теоретичнi вiдомостi та формули
Оператори моменту кiлькостi руху

• У квантовiй механiцi орбiтальний момент кiлькостi руху визначається
як векторний добуток оператора координати та iмпульсу: ˆ⃗L = ˆ⃗r × ˆ⃗p.

• Проекцiї моменту не комутують мiж собою: [L̂x, L̂y] = iℏL̂z, [L̂y, L̂z] =

iℏL̂x, [L̂z, L̂x] = iℏL̂y. Це означає, що одночасно можна точно вимiряти
лише одну проекцiю моменту (зазвичай обирають L̂z) та його квадрат
L̂2.

Власнi значення (просторове квантування)

• Власнi значення квадрата моменту є дискретними i визначаються фор-
мулою:

L̂2Ψ = ℏ2l(l + 1)Ψ

де l = 0, 1, 2, . . . — орбiтальне квантове число.

• Власнi значення проекцiї моменту на видiлену вiсь z:

L̂zΨ = ℏmΨ

де m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l — магнiтне квантове число (всього 2l + 1
значень).

Спiн та оператори спiна

• Спiн — це власний внутрiшнiй момент кiлькостi руху частинки, не
пов’язаний з її перемiщенням у просторi (не має класичного аналога).

• Квадрат спiну дорiвнює Ŝ2 = ℏ2s(s+ 1). Для електрона s = 1/2.

• Проекцiя спiну електрона на будь-яку вiсь може набувати лише двох
значень: Sz = ±ℏ

2 .

• Оператори проекцiй спiну виражаються через матрицi Паулi Ŝi =
ℏ
2 σ̂i:

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
• Спiновий стан електрона описується двокомпонентним вектором (спiно-

ром): χ =

(
c1
c2

)
, де |c1|2 i |c2|2 — ймовiрностi знайти спiн напрямленим

паралельно та антипаралельно осi z вiдповiдно.
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Приклади розв’язаних задач
Задача 1. Комутатор проекцiй моменту iмпульсу
Користуючись явним виглядом операторiв координат та iмпульсу, обчислити
комутатор [L̂x, L̂y].

Розв’язання:
Оператори проекцiй моменту мають вигляд:

L̂x = yp̂z − zp̂y, L̂y = zp̂x − xp̂z, L̂z = xp̂y − yp̂x

Обчислимо комутатор [L̂x, L̂y] = [L̂x, zp̂x − xp̂z]. Використаємо лiнiйнiсть
комутатора:

[L̂x, L̂y] = [L̂x, zp̂x]− [L̂x, xp̂z]

Оскiльки L̂x дiє лише на змiннi y та z, вiн комутує з x та p̂x:

[L̂x, zp̂x] = [L̂x, z]p̂x = [yp̂z − zp̂y, z]p̂x

Змiннi y та p̂y комутують iз z. Оператор p̂z = −iℏ ∂
∂z , тому комутатор [p̂z, z] =

−iℏ. Отже, [yp̂z, z]p̂x = y[p̂z, z]p̂x = −iℏyp̂x.
Тепер розглянемо другий доданок [L̂x, xp̂z] = x[L̂x, p̂z]:

x[L̂x, p̂z] = x[yp̂z − zp̂y, p̂z] = −x[zp̂y, p̂z] = −x[z, p̂z]p̂y

Оскiльки [z, p̂z] = iℏ, маємо:

−x(iℏ)p̂y = −iℏxp̂y

Пiдставляємо все у вихiдний вираз:

[L̂x, L̂y] = −iℏyp̂x − (−iℏxp̂y) = iℏ(xp̂y − yp̂x)

Вираз у дужках є оператором L̂z. Отже:

[L̂x, L̂y] = iℏL̂z

Вiдповiдь: [L̂x, L̂y] = iℏL̂z. Через те, що комутатор не дорiвнює нулю,
проекцiї моменту не можуть бути вимiрянi одночасно.

Задача 2. Просторове квантування моменту
Для стану електрона з орбiтальним квантовим числом l = 1 знайти всi можливi
значення кута θ мiж вектором орбiтального моменту та вiссю z.

Розв’язання:
Модуль вектора орбiтального моменту жорстко фiксований квантовим числом
l:

|L⃗| =
√
L2 =

√
ℏ2l(l + 1)
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Для l = 1 отримуємо:
|L⃗| = ℏ

√
1(1 + 1) = ℏ

√
2

Проекцiя моменту на вiсь z може приймати 2l + 1 = 3 дискретних значення:
Lz = mℏ, де m ∈ {−1, 0, 1}. З класичної геометрiї косинус кута мiж вектором
i вiссю z дорiвнює вiдношенню проекцiї до модуля вектора:

cos θ =
Lz

|L⃗|
=

mℏ
ℏ
√
2
=

m√
2

Знайдемо кути для кожного можливого значення m:

1. Для m = 1: cos θ1 =
1√
2
=⇒ θ1 = 45◦

2. Для m = 0: cos θ2 = 0 =⇒ θ2 = 90◦

3. Для m = −1: cos θ3 = − 1√
2
=⇒ θ3 = 135◦

Lx, Ly

Lz

m = 1
+ℏ

θ1
m = 0θ2

m = −1
−ℏ

θ3

|L⃗| = ℏ
√
2

Рис. 5.1. Можливi орiєнтацiї вектора орбiтального моменту (l = 1)
вiдносно осi z

Як видно з рисунка та розрахункiв, вектор моменту принципово не може
збiгатися з вiссю z (кут нiколи не дорiвнює 0◦). Це прямий наслiдок принципу
невизначеностi: якби вектор був точно паралельним до z, проекцiї Lx та Ly

дорiвнювали б точно нулю, що неможливо через їхнє взаємне не-комутування.
Вiдповiдь: θ ∈ {45◦, 90◦, 135◦}.

Задача 3. Властивостi матриць Паулi
Довести алгебраїчнi властивостi матриць Паулi: 1) Їхнi квадрати дорiвнюють
одиничнiй матрицi: σ̂2x = σ̂2y = σ̂2z = Î. 2) Вони антикомутують мiж собою,
наприклад: {σ̂x, σ̂y} = σ̂xσ̂y + σ̂yσ̂x = 0.
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Розв’язання:
Використаємо явний вигляд матриць Паулi та правила множення матриць
"рядок на стовпець". 1) Пiднесемо до квадрата матрицю σ̂x:

σ̂2x =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
0 · 0 + 1 · 1 0 · 1 + 1 · 0
1 · 0 + 0 · 1 1 · 1 + 0 · 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= Î

Аналогiчно для σ̂y:

σ̂2y =

(
0 −i
i 0

)(
0 −i
i 0

)
=

(
−i · i 0
0 i · (−i)

)
=

(
1 0
0 1

)
= Î

2) Знайдемо добутки σ̂xσ̂y та σ̂yσ̂x:

σ̂xσ̂y =

(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
=

(
i 0
0 −i

)
= i

(
1 0
0 −1

)
= iσ̂z

σ̂yσ̂x =

(
0 −i
i 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
−i 0
0 i

)
= −i

(
1 0
0 −1

)
= −iσ̂z

Тепер знайдемо антикомутатор, додавши цi два вирази:

{σ̂x, σ̂y} = iσ̂z + (−iσ̂z) = 0

Вiдповiдь: Властивостi успiшно доведено безпосереднiм перемноженням
матриць.

Задача 4. Ймовiрностi та середнi значення спiну

Спiновий стан електрона описується нормованим спiнором χ = 1√
5

(
2
i

)
. Ви-

значити ймовiрностi вимiряти проекцiю спiну на вiсь z рiвною +ℏ/2 та −ℏ/2,
а також обчислити середнє значення ⟨Sz⟩.

Розв’язання:
Спiнор χ можна записати як суперпозицiю базисних станiв (власних векторiв
матрицi σz):

χ =

(
c1
c2

)
= c1

(
1
0

)
+ c2

(
0
1

)
Згiдно з умовою: c1 = 2√

5
та c2 = i√

5
.

Квадрат модуля верхньої компоненти c1 дає ймовiрнiсть того, що спiн
направлений вгору (Sz = +ℏ/2):

P+ = |c1|2 =
∣∣∣∣ 2√

5

∣∣∣∣2 = 4

5
= 0.8 (80%)
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Квадрат модуля нижньої компоненти c2 дає ймовiрнiсть того, що спiн направ-
лений вниз (Sz = −ℏ/2):

P− = |c2|2 =
∣∣∣∣ i√5

∣∣∣∣2 = i · (−i)
5

=
1

5
= 0.2 (20%)

Сума ймовiрностей дорiвнює одиницi (P++P− = 1), що свiдчить про правильне
нормування заданого спiнора.

Середнє значення проекцiї спiну обчислюється як математичне сподiва-
ння:

⟨Sz⟩ = P+

(
+
ℏ
2

)
+ P−

(
−ℏ
2

)
Пiдставляємо знайденi ймовiрностi:

⟨Sz⟩ =
4

5

(
ℏ
2

)
− 1

5

(
ℏ
2

)
=

3

5
· ℏ
2
= 0.3ℏ

Вiдповiдь: P+ = 80%, P− = 20%; ⟨Sz⟩ = 0.3ℏ.

Задача 5. Енергiя спiну в магнiтному полi
Електрон перебуває в однорiдному магнiтному полi з iндукцiєю B⃗ = (0, 0, B).
Знайти власнi значення енергiї взаємодiї спiну електрона з цим магнiтним
полем та вiдповiднi стацiонарнi стани (спiнори).

Розв’язання:
Гамiльтонiан взаємодiї магнiтного моменту електрона ˆ⃗µ iз зовнiшнiм магнiтним
полем B⃗ має вигляд:

Ĥ = − ˆ⃗µ · B⃗

Власний магнiтний момент електрона пропорцiйний його спiну ˆ⃗µ = − e
mec

ˆ⃗
S =

−2µB

ℏ
ˆ⃗
S, де µB = eℏ

2mec
— магнетон Бора. Тодi гамiльтонiан запишеться як:

Ĥ =
2µB
ℏ
B⃗ · ˆ⃗S

Оскiльки поле напрямлене вздовж осi z, маємо скалярний добуток B⃗ · ˆ⃗S = BŜz.
Виразимо оператор проекцiї спiну через матрицю Паулi: Ŝz = ℏ

2 σ̂z. Тодi
матриця гамiльтонiана:

Ĥ = µBBσ̂z = µBB

(
1 0
0 −1

)
=

(
µBB 0
0 −µBB

)
Оскiльки матриця гамiльтонiана дiагональна, її власнi значення є просто
елементами на головнiй дiагоналi:

E1 = µBB, E2 = −µBB

45



Роман ЛЕШКО

Вiдповiднi їм нормованi власнi вектори (спiнори):

χ1 =

(
1
0

)
(спiн паралельний полю)

χ2 =

(
0
1

)
(спiн антипаралельний полю)

Рiзниця енергiй мiж цими станами становить ∆E = 2µBB. Це явище розще-
плення енергетичних рiвнiв у магнiтному полi лежить в основi електронного
парамагнiтного резонансу (ЕПР).

Вiдповiдь: E1,2 = ±µBB, χ1 =
(
1
0

)
, χ2 =

(
0
1

)
.

Задача 6. Ларморова прецесiя спiну
У початковий момент часу t = 0 спiн електрона орiєнтований вздовж осi x
(стан описується спiнором χ(0) = 1√

2

(
1
1

)
). Електрон помiстили в однорiдне

магнiтне поле B⃗, напрямлене вздовж осi z. Знайти залежнiсть вiд часу середнiх
значень проекцiй спiну ⟨Sx⟩, ⟨Sy⟩ та ⟨Sz⟩.

Розв’язання:
Стан електрона еволюцiонує згiдно з нестацiонарним рiвнянням Шредiнгера.
Оскiльки гамiльтонiан Ĥ = µBBσ̂z не залежить вiд часу, спiнор у довiльний
момент часу t можна отримати за допомогою оператора еволюцiї:

χ(t) = exp

(
− i

ℏ
Ĥt

)
χ(0)

Пiдставимо матрицю гамiльтонiана:

χ(t) = exp

(
−iµBB

ℏ
t

(
1 0
0 −1

))
1√
2

(
1
1

)
Введемо позначення Ларморової частоти ω = 2µBB

ℏ . Тодi показник експоненти
мiстить множник ω/2. Експонента вiд дiагональної матрицi є матрицею, на
дiагоналi якої стоять експоненти вiд вiдповiдних елементiв:

χ(t) =

(
e−iωt/2 0

0 eiωt/2

)
1√
2

(
1
1

)
=

1√
2

(
e−iωt/2

eiωt/2

)
Тепер знайдемо середнi значення проекцiй спiну. Використовуємо загальну
формулу ⟨Sk⟩ = χ†(t)Ŝkχ(t):

1) Для осi z:

⟨Sz⟩ =
1√
2

(
eiωt/2 e−iωt/2

) ℏ
2

(
1 0
0 −1

)
1√
2

(
e−iωt/2

eiωt/2

)
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⟨Sz⟩ =
ℏ
4

(
eiωt/2 e−iωt/2

)(e−iωt/2

−eiωt/2
)

=
ℏ
4
(1− 1) = 0

2) Для осi x:

⟨Sx⟩ =
1√
2

(
eiωt/2 e−iωt/2

) ℏ
2

(
0 1
1 0

)
1√
2

(
e−iωt/2

eiωt/2

)

⟨Sx⟩ =
ℏ
4

(
eiωt/2 e−iωt/2

)( eiωt/2

e−iωt/2

)
=

ℏ
4

(
eiωt + e−iωt

)
За формулою Ейлера eiα + e−iα = 2 cosα, тому: ⟨Sx⟩ = ℏ

2 cos(ωt).
3) Для осi y:

⟨Sy⟩ =
1√
2

(
eiωt/2 e−iωt/2

) ℏ
2

(
0 −i
i 0

)
1√
2

(
e−iωt/2

eiωt/2

)

⟨Sy⟩ =
ℏ
4

(
eiωt/2 e−iωt/2

)(−ieiωt/2
ie−iωt/2

)
=

ℏ
4

(
−ieiωt + ie−iωt

)
Оскiльки eiα − e−iα = 2i sinα, маємо: ⟨Sy⟩ = ℏ

4(2i sin(ωt)) · (−i) =
ℏ
2 sin(ωt).

y

x

z

B⃗

⟨S⃗⟩
ωt

⟨Sz⟩ = 0
⟨Sx⟩ = ℏ

2 cos(ωt)

⟨Sy⟩ = ℏ
2 sin(ωt)

Рис. 5.2. Ларморова прецесiя вектора середнього спiну електрона в
магнiтному полi

Вiдповiдь: ⟨Sz⟩ = 0, ⟨Sx⟩ = ℏ
2 cos(ωt), ⟨Sy⟩ = ℏ

2 sin(ωt). Вектор сере-
днього спiну обертається (прецесує) в площинi xy з частотою ω = 2µBB

ℏ .
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Тема 6. Квантовi стани в центрально-симетричному
полi

Короткi теоретичнi вiдомостi та формули
Радiальне рiвняння Шредiнгера
Якщо потенцiальна енергiя частинки залежить лише вiд вiдстанi до силового
центру U = U(r), поле є центрально-симетричним. У такому полi зберiгається
момент кiлькостi руху, а хвильова функцiя роздiляється на добуток радiальної
та кутової частин:

Ψ(r, θ, φ) = R(r)Ylm(θ, φ)

де Ylm(θ, φ) — сферичнi функцiї. Радiальна функцiя R(r) задовольняє рiв-
няння, яке пiсля замiни χ(r) = rR(r) зводиться до одновимiрного рiвняння
Шредiнгера:

− ℏ2

2m

d2χ

dr2
+

(
U(r) +

ℏ2l(l + 1)

2mr2

)
χ = Eχ

Доданок ℏ2l(l+1)
2mr2 називається вiдцентровою енергiєю. Вiн створює додатковий

потенцiальний бар’єр, що "не пускає"частинки з ненульовим орбiтальним
моментом (l > 0) до центру поля.

Теорiя атома водню
В атомi водню електрон рухається в кулонiвському полi ядра: U(r) = − e2

4πε0r
(в

системi СI). Розв’язок радiального рiвняння для дискретного спектра (E < 0)
дає квантованi значення енергiї:

En = − me4

8ε20h
2n2

= −13.6 еВ
n2

, n = 1, 2, 3, . . .

де n — головне квантове число, яке цiлком визначає енергiю. Для заданого n
орбiтальне квантове число l може набувати значень 0, 1, . . . , n− 1. Магнiтне
число m змiнюється вiд −l до +l. Хвильова функцiя основного стану (n =
1, l = 0,m = 0):

Ψ100(r) =
1√
πa30

e−r/a0

де a0 = 4πε0ℏ2
me2 ≈ 0.529 Å — борiвський радiус.

Сферична прямокутна яма (модель сферичної квантової то-
чки)
Iншим важливим прикладом центрально-симетричного поля є сферична потен-
цiальна яма. Вона широко використовується у нанофiзицi для моделювання
електронних i дiркових станiв у сферичних нанокристалах (напiвпровiдни-
кових квантових точках). Усерединi ями радiальне рiвняння Шредiнгера
розв’язується через сферичнi функцiї Бесселя.
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Приклади розв’язаних задач
Задача 1. Найбiльш iмовiрний радiус в атомi водню
Електрон в атомi водню перебуває в основному 1s-станi. Визначити найбiльш
iмовiрну вiдстань вiд електрона до ядра та порiвняти її з радiусом першої
борiвської орбiти.

Розв’язання:
Хвильова функцiя основного стану має вигляд Ψ100(r) = Ce−r/a0. Ймовiрнiсть
знайти електрон в елементi об’єму dV дорiвнює dP = |Ψ|2dV . Оскiльки стан
сферично симетричний, елемент об’єму зручно вибрати у виглядi нескiнчен-
но тонкого сферичного шару товщиною dr: dV = 4πr2dr. Тодi ймовiрнiсть
виявити електрон на вiдстанi r вiд ядра дорiвнює:

dP = |Ψ(r)|24πr2dr = W (r)dr

де W (r) = 4πr2|Ψ(r)|2 — радiальна густина ймовiрностi. Пiдставимо хвильову
функцiю:

W (r) = 4πr2C2e−2r/a0

r

W (r)

a0

|Ψ(r)|2

W (r) = 4πr2|Ψ|2

0

Рис. 6.1. Радiальна густина ймовiрностi W (r) для основного стану атома
водню. Хоча сама хвильова функцiя максимальна в нулi, ймовiрнiсть

знайти там електрон дорiвнює нулю через множник r2.

Щоб знайти найбiльш iмовiрну вiдстань (максимум функцiї W (r)), при-
рiвняємо її першу похiдну до нуля:

dW

dr
= 4πC2 d

dr

(
r2e−2r/a0

)
= 4πC2

(
2re−2r/a0 + r2

(
− 2

a0

)
e−2r/a0

)
= 0

Скоротимо на спiльнi ненульовi множники (оскiльки r ̸= 0 i експонента не
дорiвнює нулю):

2− 2r

a0
= 0 =⇒ r = a0

Отже, найбiльш iмовiрна вiдстань електрона вiд ядра точно збiгається з
радiусом першої орбiти в напiвкласичнiй теорiї Бора (a0). Проте, на вiдмiну
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вiд теорiї Бора, електрон не рухається по чiткiй коловiй орбiтi, а має вiдмiнну
вiд нуля ймовiрнiсть перебувати як ближче, так i далi вiд ядра.

Вiдповiдь: rmax = a0.

Задача 2. Електроннi стани у сферичнiй квантовiй точцi
Напiвпровiдникова сферична квантова точка радiуса R моделюється як не-
скiнченно глибока сферично-симетрична потенцiальна яма (U(r) = 0 при
r < R та U(r) = ∞ при r ≥ R). Знайти енергiю та нормовану радiальну
хвильову функцiю основного стану електрона (l = 0) у такiй квантовiй точцi.

Розв’язання:
Для s-станiв (орбiтальне квантове число l = 0) вiдцентрова енергiя дорiвнює
нулю. Тодi радiальне рiвняння Шредiнгера для функцiї χ(r) = rR(r) все-
рединi квантової точки (r < R) має такий самий вигляд, як для звичайної
одновимiрної потенцiальної ями:

− ℏ2

2m

d2χ

dr2
= Eχ =⇒ d2χ

dr2
+ k2χ = 0

де k =
√
2mE
ℏ , а m — ефективна маса електрона в матерiалi квантової точки.

Загальний розв’язок цього рiвняння:

χ(r) = A sin(kr) +B cos(kr)

Повернемося до шуканої радiальної функцiї R(r) = χ(r)
r :

R(r) = A
sin(kr)

r
+B

cos(kr)

r

Згiдно з умовами регулярностi, хвильова функцiя має бути скiнченною в
центрi квантової точки (r → 0). Оскiльки cos(kr)

r → ∞ при r → 0, ми повиннi
покласти B = 0. Функцiя sin(kr)

r у нулi прямує до скiнченного значення k, тому
вона задовольняє умову. Отже:

R(r) = A
sin(kr)

r

На межi квантової точки (r = R) хвильова функцiя має перетворюватися на
нуль, оскiльки стiнки нескiнченно високi:

R(R) = A
sin(kR)

R
= 0 =⇒ sin(kR) = 0

Звiдси отримуємо умову просторового квантування: kR = nπ, де n = 1, 2, 3, . . . .
Для основного стану (n = 1): k = π

R . Пiдставляючи це у вираз для k, знаходимо
енергiю основного стану:

√
2mE1

ℏ
=
π

R
=⇒ E1 =

π2ℏ2

2mR2
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Цей результат (енергiя розмiрного квантування) фундаментально пояснює,
чому ширина забороненої зони та колiр свiтiння квантових точок залежать
вiд їхнього геометричного радiуса.

Тепер знайдемо нормувальну константу A з умови
∫ R

0 |R(r)|2r2dr = 1:∫ R

0

(
A
sin(kr)

r

)2

r2dr = A2

∫ R

0

sin2
(πr
R

)
dr = 1

Використаємо тригонометричну формулу sin2 α = 1−cos(2α)
2 :

A21

2

∫ R

0

(
1− cos

(
2πr

R

))
dr = A2R

2
= 1 =⇒ A =

√
2

R

Вiдповiдь: E1 =
π2ℏ2
2mR2 , R10(r) =

√
2
R

sin(πr/R)
r .

Задача 3. Нормування хвильової функцiї атома водню
Довести, що хвильова функцiя основного стану атома водню Ψ(r) = 1√

πa30
e−r/a0

є правильно нормованою.
Розв’язання:

Умова нормування для тривимiрного простору в сферичних координатах має
вигляд: ∫∫∫

|Ψ|2dV =

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ

∫ ∞

0

|Ψ(r, θ, φ)|2r2dr = 1

Оскiльки задана функцiя не залежить вiд кутiв θ та φ, iнтегрування по кутовiй
частинi просто дає повний тiлесний кут 4π:

4π

∫ ∞

0

|Ψ(r)|2r2dr = 1

Пiдставимо хвильову функцiю:

4π

∫ ∞

0

(
1√
πa30

e−r/a0

)2

r2dr =
4π

πa30

∫ ∞

0

r2e−2r/a0dr =
4

a30

∫ ∞

0

r2e−2r/a0dr

Для обчислення iнтеграла виду
∫∞
0 xne−αxdx можна скористатися вiдомою

табличною формулою (гамма-функцiєю), результат якої дорiвнює n!
αn+1 . У

нашому випадку n = 2, а α = 2/a0:∫ ∞

0

r2e−2r/a0dr =
2!

(2/a0)3
=

2

8/a30
=

2a30
8

=
a30
4
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Пiдставимо обчислений iнтеграл у вихiдний вираз:

4

a30
· a

3
0

4
= 1

Отже, повна ймовiрнiсть знайти електрон у всьому просторi дiйсно дорiвнює
одиницi. Хвильова функцiя нормована абсолютно коректно.

Задача 4. Жорсткий сферичний ротатор
Двоатомну молекулу можна наближено розглядати як жорсткий сферичний
ротатор — систему з двох атомiв масами m1 та m2, вiдстань мiж якими
жорстко фiксована i дорiвнює r0. Знайти власнi значення енергiї такої системи
та кратнiсть виродження енергетичних рiвнiв.

Розв’язання:
Задачу про рух двох взаємодiючих частинок можна звести до задачi про
рух однiєї частинки з зведеною масою µ = m1m2

m1+m2
, яка обертається навколо

нерухомого центру мас на фiксованiй вiдстанi r0. Момент iнерцiї такої системи
вiдносно центру мас дорiвнює I = µr20.

Оскiльки радiус обертання жорстко зафiксований (r = r0 = const),
радiальна частина кiнетичної енергiї дорiвнює нулю. Потенцiальна енергiя
також вiдсутня (U = 0). Гамiльтонiан системи мiстить лише кутову частину
оператора Лапласа, яка з точнiстю до множника збiгається з оператором
квадрата орбiтального моменту L̂2:

Ĥ =
L̂2

2I

Стацiонарне рiвняння Шредiнгера для ротатора набуває вигляду:

L̂2

2I
Y (θ, φ) = EY (θ, φ)

Як вiдомо з теорiї моменту кiлькостi руху, власними функцiями оператора L̂2

є сферичнi функцiї Ylm(θ, φ), а його власнi значення дорiвнюють ℏ2l(l+ 1), де
l = 0, 1, 2, . . . — орбiтальне (в даному випадку обертальне) квантове число.
Пiдставимо це в рiвняння Шредiнгера:

ℏ2l(l + 1)

2I
Ylm(θ, φ) = ElYlm(θ, φ)

Звiдси знаходимо квантованi значення енергiї жорсткого ротатора:

El =
ℏ2

2I
l(l + 1) = Bl(l + 1)

де B = ℏ2
2I — так звана обертальна стала молекули.
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Енергiя El залежить лише вiд квантового числа l i зовсiм не залежить
вiд магнiтного квантового числа m, яке визначає проекцiю моменту на вiсь
z. Оскiльки для заданого l число m може набувати 2l + 1 значень (m =
−l,−l + 1, . . . , l), кожному енергетичному рiвню El вiдповiдає 2l + 1 рiзних
хвильових функцiй Ylm. Отже, кратнiсть виродження кожного обертального
рiвня дорiвнює gl = 2l + 1.

Вiдповiдь: El =
ℏ2
2I l(l + 1); кратнiсть виродження gl = 2l + 1.

Задача 5. Обертальний спектр двоатомної молекули
Визначити частоти випромiнювання при квантових переходах мiж сусiднiми
обертальними рiвнями жорсткого ротатора (згiдно з правилом вiдбору, мо-
жливi лише переходи зi змiною обертального квантового числа на одиницю:
∆l = ±1). Показати, що спектр є еквiдистантним (вiдстанi мiж сусiднiми
спектральними лiнiями однаковi).

Розв’язання:
Розглянемо перехiд молекули з вищого обертального рiвня l на нижчий рiвень
l− 1. Згiдно з правилом частот Бора, енергiя випромiненого фотона дорiвнює
рiзницi енергiй цих станiв:

ℏωl = El − El−1

Пiдставимо вираз для енергiї ротатора El = Bl(l+1), отриманий у попереднiй
задачi:

ℏωl = Bl(l + 1)−B(l − 1)l = Bl[(l + 1)− (l − 1)] = Bl[2] = 2Bl

Звiдси частота спектральної лiнiї, що вiдповiдає переходу l → l − 1:

ωl =
2B

ℏ
l, l = 1, 2, 3, . . .

El

l = 0 (g = 1) E0 = 0

l = 1 (g = 3) E1 = 2B

l = 2 (g = 5) E2 = 6B

l = 3 (g = 7) E3 = 12B

ω1

ω2

ω3

2B/ℏ 4B/ℏ 6B/ℏ
ω
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Рис. 6.2. Енергетичнi рiвнi жорсткого сферичного ротатора та
формування еквiдистантного обертального спектра

Знайдемо вiдстань мiж двома сусiднiми спектральними лiнiями (напри-
клад, мiж лiнiєю вiд переходу l + 1 → l та лiнiєю вiд переходу l → l − 1):

∆ω = ωl+1 − ωl =
2B

ℏ
(l + 1)− 2B

ℏ
l =

2B

ℏ
= const

Оскiльки ∆ω не залежить вiд квантового числа l, вiдстань мiж усiма лiнiями в
обертальному спектрi є однаковою. Такий спектр називається еквiдистантним
(див. Рис. 6.2). Вимiрюючи вiдстань мiж лiнiями на дослiдi, можна визначити
обертальну сталу B, а з неї — момент iнерцiї I та точну вiдстань мiж атомами
в молекулi r0.

Вiдповiдь: ωl =
2B
ℏ l. Вiдстань мiж лiнiями постiйна: ∆ω = 2B

ℏ .

Задача 4. Середня вiдстань електрона вiд ядра
Для основного стану атома водню (1s-стан) обчислити середню вiдстань еле-
ктрона вiд ядра ⟨r⟩ та порiвняти її з найбiльш iмовiрною вiдстанню rmax = a0.

Розв’язання:
Середнє значення радiуса обчислюється як математичне сподiвання:

⟨r⟩ =
∫∫∫

r|Ψ100|2dV =

∫ ∞

0

rW (r)dr

де W (r) = 4πr2|Ψ100|2 — радiальна густина ймовiрностi. Пiдставимо хвильову
функцiю основного стану Ψ100(r) =

1√
πa30
e−r/a0:

⟨r⟩ =
∫ ∞

0

r

(
4πr2

1

πa30
e−2r/a0

)
dr =

4

a30

∫ ∞

0

r3e−2r/a0dr

Скористаємося табличним iнтегралом
∫∞
0 xne−αxdx = n!

αn+1 . У нашому випадку
n = 3, α = 2/a0: ∫ ∞

0

r3e−2r/a0dr =
3!

(2/a0)4
=

6

16/a40
=

3

8
a40

Пiдставимо це значення у вираз для середнього радiуса:

⟨r⟩ = 4

a30
· 3
8
a40 =

3

2
a0 = 1.5a0

Як бачимо, середня вiдстань ⟨r⟩ = 1.5a0 є бiльшою за найбiльш iмовiрну вiд-
стань rmax = a0 (радiус першої орбiти Бора). Це пояснюється тим, що розподiл
густини ймовiрностi W (r) є асиметричним: вiн має довгий експоненцiйний
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"хвiст"у бiк великих вiдстаней r → ∞, який i змiщує середнє значення вправо
вiд максимуму (див. Рис. 6.1).

Вiдповiдь: ⟨r⟩ = 1.5a0.

Задача 5. Густина струму ймовiрностi в атомi водню
Стан електрона в атомi водню описується хвильовою функцiєю Ψnlm(r, θ, φ) =
Rnl(r)Θlm(θ)e

imφ, де m — магнiтне квантове число. Визначити вектор густини
струму ймовiрностi j⃗ для цього стану. Обговорити фiзичний змiст результату
для s-станiв (m = 0) та станiв з m ̸= 0.

Розв’язання:
Вектор густини струму ймовiрностi визначається загальною формулою:

j⃗ =
iℏ
2me

(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ)

(Тут me — маса електрона, щоб не плутати з магнiтним квантовим числом m).
Для зручностi позначимо дiйсну частину хвильової функцiї (яка залежить
лише вiд r та θ) як f(r, θ) = Rnl(r)Θlm(θ). Тодi хвильова функцiя та її
комплексно-спряжена мають вигляд:

Ψ = f(r, θ)eimφ, Ψ∗ = f(r, θ)e−imφ

Оператор набла ∇ у сферичних координатах:

∇ = e⃗r
∂

∂r
+ e⃗θ

1

r

∂

∂θ
+ e⃗φ

1

r sin θ

∂

∂φ

Оскiльки при диференцiюваннi по r та θ експоненти залишаються незмiнними,
доданки з e⃗r та e⃗θ у виразi (Ψ∇Ψ∗−Ψ∗∇Ψ) взаємно знищаться (адже ΨΨ∗ = f 2

у всiх членах без похiдної по φ, i рiзниця дасть нуль). Єдиний вiдмiнний вiд
нуля внесок дає диференцiювання по куту φ:

∂Ψ

∂φ
= f(r, θ)(im)eimφ = imΨ

∂Ψ∗

∂φ
= f(r, θ)(−im)e−imφ = −imΨ∗

Знайдемо азимутальну компоненту струму jφ:

jφ =
iℏ
2me

1

r sin θ

(
Ψ
∂Ψ∗

∂φ
−Ψ∗∂Ψ

∂φ

)
=

iℏ
2me

1

r sin θ
(Ψ(−imΨ∗)−Ψ∗(imΨ))

jφ =
iℏ
2me

1

r sin θ
(−2im|Ψ|2) = ℏm

mer sin θ
|Ψ|2
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Отже, вектор густини струму ймовiрностi має лише одну ненульову компоненту
— азимутальну:

j⃗ =
ℏm

mer sin θ
|Ψ|2e⃗φ

Аналiз результату:
1) Якщо m = 0 (наприклад, для всiх s-станiв), то j⃗ = 0. Ймовiрнiсний струм
вiдсутнiй, електронна "хмара"є статичною i нiкуди не обертається.
2) Якщо m ̸= 0, виникає кiльцевий струм ймовiрностi, спрямований вздовж
паралелей сферичної системи координат (навколо осi z). Це вiдповiдає наяв-
ностi у електрона ненульової проекцiї орбiтального моменту Lz = ℏm. Саме
цей неперервний мiкроскопiчний струм генерує орбiтальний магнiтний момент
атома.

y

x

z

ядро

θ

j⃗ = jφe⃗φ

L⃗z

Рис. 6.2. Кiльцевий струм ймовiрностi j⃗ в атомi водню для станiв з m > 0.
Струм тече навколо осi z i створює орбiтальний магнiтний момент.

Вiдповiдь: j⃗ = ℏm
mer sin θ

|Ψ|2e⃗φ.
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Тема 7. Теорiя збурень

Короткi теоретичнi вiдомостi та формули

Нестацiонарна та стацiонарна теорiя збурень
Теорiя збурень застосовується, коли гамiльтонiан системи можна подати у
виглядi Ĥ = Ĥ0 + V̂ , де Ĥ0 — "незбурений"гамiльтонiан, розв’язок якого
вiдомий (Ĥ0ψ

(0)
n = E

(0)
n ψ

(0)
n ), а V̂ — мале збурення.

Збурення за вiдсутностi виродження
Якщо енергетичний рiвень E(0)

n не є виродженим, то поправки першого та
другого порядкiв до енергiї визначаються формулами:

• Поправка першого порядку: E(1)
n = Vnn =

∫
ψ
(0)∗
n V̂ ψ

(0)
n dV (середнє зна-

чення збурення у незбуреному станi).

• Поправка другого порядку:E(2)
n =

∑
m̸=n

|Vnm|2

E
(0)
n −E

(0)
m

, де Vnm =
∫
ψ
(0)∗
n V̂ ψ

(0)
m dV

— матричнi елементи збурення.

Варiацiйний метод
Використовується для оцiнки енергiї основного стану E0. Згiдно з варiацiйним
принципом, середня енергiя в будь-якому пробному станi ψtrial завжди не
менша за iстинну енергiю основного стану:

Etrial =

∫
ψ∗
trialĤψtrialdV∫
ψ∗
trialψtrialdV

≥ E0

Мiнiмiзуючи Etrial за параметрами пробної функцiї, можна отримати набли-
ження до E0.

Приклади розв’язаних задач

Задача 1. Ангармонiчний осцилятор
Лiнiйний гармонiчний осцилятор масою m та частотою ω перебуває пiд дiєю
малого збурення виду V̂ = γx4 (ангармонiчна поправка). Знайти поправку
першого порядку до енергiї основного стану.

Розв’язання:
Поправка першого порядку до енергiї основного стану (n = 0) дорiвнює
середньому значенню оператора збурення:

E
(1)
0 = ⟨ψ0|γx4|ψ0⟩ = γ

∫ +∞

−∞
x4|ψ0(x)|2dx
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Хвильова функцiя основного стану осцилятора: ψ0(x) =
(
mω
πℏ
)1/4

e−
mω
2ℏ x2. По-

значимо α = mω
ℏ . Тодi:

E
(1)
0 = γ

√
α

π

∫ +∞

−∞
x4e−αx2

dx

Використаємо табличний iнтеграл
∫ +∞
−∞ x2ne−αx2

dx = (2n−1)!!
2nαn

√
π
α . Для 2n =

4 =⇒ n = 2: ∫ +∞

−∞
x4e−αx2

dx =
3!!

22α2

√
π

α
=

3

4α2

√
π

α

Пiдставимо це значення:

E
(1)
0 = γ

√
α

π
· 3

4α2

√
π

α
=

3γ

4α2
=

3γℏ2

4m2ω2

Вiдповiдь: E(1)
0 = 3γℏ2

4m2ω2 .

Задача 2. Ефект Штарка в атомi водню (основний стан)
Атом водню помiстили в однорiдне електричне поле напруженiстю E , спрямо-
ване вздовж осi z. Обчислити поправку першого порядку до енергiї основного
стану (1s-стан).

Розв’язання:
Оператор збурення в електричному полi має вигляд: V̂ = −eEz = −eEr cos θ.
Поправка першого порядку:

E
(1)
1 =

∫
Ψ∗

100(−eEr cos θ)Ψ100dV

Оскiльки Ψ100 =
1√
πa30
e−r/a0 є сферично симетричною функцiєю, пiдiнтеграль-

ний вираз мiстить cos θ. Iнтеграл по кутовiй частинi:∫ π

0

cos θ sin θdθ =
1

2

∫ π

0

sin(2θ)dθ = 0

Отже, поправка першого порядку до енергiї основного стану атома водню
в електричному полi дорiвнює нулю. Це означає, що атом у 1s-станi не має
постiйного дипольного моменту. Ефект Штарка в основному станi є квадрати-
чним (пропорцiйним E2) i визначається лише поправкою другого порядку.

E = 0 (сферична)

E⃗

+e

−

E > 0 (диполь)

E(1) = 0
E(2) ∼ E2

d⃗ind = αE⃗
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Рис. 8.1. Поляризацiя атома водню в основному станi зовнiшнiм
електричним полем

Вiдповiдь: E(1)
1 = 0.

Задача 3. Збурення в нескiнченнiй потенцiальнiй ямi
Частинка знаходиться в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi шириною a.
У центрi ями дiє збурення у виглядi дельта-функцiї: V̂ = αδ(x− a/2). Знайти
поправку першого порядку до рiвнiв енергiї En.

Розв’язання:
Незбуренi хвильовi функцiї: ψ(0)

n (x) =
√

2
a sin

(
nπx
a

)
. Поправка першого поряд-

ку:

E(1)
n =

∫ a

0

ψ(0)∗
n (x)αδ(x− a/2)ψ(0)

n (x)dx = α|ψ(0)
n (a/2)|2

Пiдставимо значення функцiї в точцi x = a/2:

E(1)
n = α · 2

a
sin2

(
nπ · a/2

a

)
=

2α

a
sin2

(nπ
2

)
Проаналiзуємо результат залежно вiд n:

1. Якщо n — парне (n = 2, 4, . . . ), то sin(nπ/2) = 0. Поправка E(1)
n = 0. Це

тому, що парнi стани мають вузол (нульове значення) в центрi ями, i
"не вiдчувають"збурення, локалiзованого там.

2. Якщо n — непарне (n = 1, 3, . . . ), то sin2(nπ/2) = 1. Поправка E(1)
n = 2α

a .

αδ(x− a/2)

n = 1 E
(1)
1

n = 2
вузол

Рис. 8.2. Вплив центрального збурення на рiвнi енергiї в ямi: непарнi рiвнi
зсуваються, парнi — нi.

Вiдповiдь: E(1)
n = 2α

a для непарних n та E(1)
n = 0 для парних n.

Задача 4. Нормальний ефект Зеемана (орбiтальний внесок)
Електрон в атомi водню перебуває у станi з орбiтальним квантовим числом
l = 1. Атом помiстили в слабке однорiдне магнiтне поле B⃗ = Bẑ. Знайти
поправку першого порядку до енергiї рiвнiв та величину розщеплення мiж
пiдрiвнями (нормальний ефект Зеемана). Розв’язання:
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Оператор збурення вiд взаємодiї орбiтального магнiтного моменту з полем
має вигляд:

V̂ = − ˆ⃗µL · B⃗ =
e

2me
L̂zB = µBB

L̂z

ℏ
,

де µB = eℏ
2me

— магнетон Бора. Оскiльки незбуренi стани |l,ml⟩ є власними
функцiями оператора L̂z (L̂z|l,ml⟩ = mlℏ|l,ml⟩), поправка першого порядку
за теорiєю збурень є просто:

E(1)
ml

= ⟨l,ml|V̂ |l,ml⟩ = µBBml.

Для l = 1 можливi значення ml = −1, 0,+1. Отже, енергiї пiдрiвнiв:

E = E
(0)
0 + µBBml.

Рiвень розщеплюється на три пiдрiвнi: - ml = −1: E = E0 − µBB - ml = 0:
E = E0 - ml = +1: E = E0+µBB Iнтервал мiж сусiднiми пiдрiвнями дорiвнює
µBB.

Вiдповiдь: Три пiдрiвнi з енергiями E0 − µBB, E0, E0 + µBB; iнтервал
розщеплення ∆E = µBB.

Задача 5. Аномальний ефект Зеемана (з урахуванням спiну)
Електронний стан атома з орбiтальним моментом l = 1 та спiном s = 1/2

помiстили в слабке магнiтне поле B⃗ = Bẑ. Знайти поправки першого порядку
до енергiї всiх можливих станiв |l,ml, s,ms⟩ (аномальний ефект Зеемана).
Розв’язання:
Повний оператор збурення враховує як орбiтальний, так i спiновий магнiтний
момент:

V̂ = µBB

(
L̂z

ℏ
+ gs

Ŝz

ℏ

)
, gs = 2.

Оскiльки в нерелятивiстському наближеннi стани |ml,ms⟩ є власними для L̂z

та Ŝz, поправка першого порядку:

E(1) = µBB(ml + 2ms).

Можливi комбiнацiї (ml = −1, 0, 1; ms = ±1/2) дають 6 значень: - ml = 1,
ms = +1/2: +1 + 1 = +2 → E = E0 + 2µBB - ml = 1, ms = −1/2: +1− 1 = 0
→ E = E0 - ml = 0, ms = +1/2: 0 + 1 = +1 → E = E0 + µBB - ml = 0,
ms = −1/2: 0− 1 = −1 → E = E0 − µBB - ml = −1, ms = +1/2: −1 + 1 = 0
→ E = E0 - ml = −1, ms = −1/2: −1− 1 = −2 → E = E0 − 2µBB

Рiвень розщеплюється на 5 пiдрiвнiв (деякi збiгаються за енергiєю).
Вiдповiдь: Пiдрiвнi з енергiями E0 ± 2µBB, E0 ± µBB, E0 (кратнiсть 2

для E0).
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Задача 6. Розщеплення спектральних лiнiй за ефектом Зеемана
Перехiд мiж станами l = 1 → l = 0 в атомi водню вiдбувається у магнiтному
полi B⃗ = Bẑ. Враховуючи правило вiдбору ∆ml = 0,±1, визначити кiлькiсть
та частоти спектральних лiнiй (нормальний ефект Зеемана). Розв’язання:
Рiвень l = 1 розщеплюється на три пiдрiвнi (ml = −1, 0,+1), рiвень l = 0 не
розщеплюється (ml = 0). Можливi переходи (∆ml = 0,±1): - σ+ (∆ml = +1):
з ml = 0 верхнього рiвня → один фотон - π (∆ml = 0): з ml = 0 → один
фотон - σ− (∆ml = −1): з ml = −1 → один фотон Енергiя фотона змiнюється
на ±µBB вiдносно незбуреної частоти ω0:

ω = ω0 ±
µBB

ℏ
, ω = ω0.

Отже, замiсть однiєї лiнiї спостерiгаємо три лiнiї (трiплет).
Вiдповiдь: Три спектральнi лiнiї з частотами ω0, ω0 ± µBB

ℏ .
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Задачi та завдання для самостiйного розв’язання
1. Показати, що хвильова функцiя ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) задовольняє рiвнян-

ня Шредiнгера для вiльної частинки. Знайти зв’язок мiж ω та k.

2. Довести, що густина ймовiрностi ρ = |ψ|2 задовольняє рiвняння непе-
рервностi.

3. Знайти середнi значення координати та iмпульсу для хвильової функцiї
плоскої хвилi.

4. Перевiрити, що оператор iмпульсу є ермiтовим.

5. Обчислити комутатор операторiв координати та iмпульсу.

6. Використовуючи принцип невизначеностi Гейзенберга, оцiнити мiнiмаль-
ну енергiю частинки у потенцiальнiй ямi ширини a.

7. Нормувати хвильову функцiю ψ(x) = Ae−αx2.

8. Знайти середнє значення координати для нормованої функцiї Гауса.

9. Визначити середнє значення iмпульсу для функцiї ψ(x) = Aeikx.

10. Довести, що оператор Гамiльтона є ермiтовим.

11. Знайти власнi функцiї та власнi значення енергiї частинки у нескiнченнiй
потенцiальнiй ямi ширини a.

12. Обчислити середню енергiю частинки у першому збудженому станi
нескiнченної потенцiальної ями.

13. Визначити ймовiрнiсть знайти частинку у половинi ями для основного
стану.

14. Знайти енергiї перших трьох станiв електрона в ямi ширини 1 нм.

15. Обчислити середнє значення координати в основному станi потенцiальної
ями.

16. Дослiдити виродження енергетичних рiвнiв у двовимiрнiй нескiнченнiй
потенцiальнiй ямi.

17. Знайти енергетичний спектр частинки у прямокутнiй потенцiальнiй ямi.

18. Дослiдити тунелювання частинки через прямокутний потенцiальний
бар’єр.

19. Вивести коефiцiєнт проходження через потенцiальний бар’єр.
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20. Знайти коефiцiєнт вiдбиття для частинки, що падає на потенцiальний
бар’єр.

21. Визначити умови iснування зв’язаних станiв у скiнченнiй потенцiальнiй
ямi.

22. Оцiнити кiлькiсть зв’язаних станiв у потенцiальнiй ямi заданої глибини.

23. Знайти енергетичнi рiвнi гармонiчного осцилятора.

24. Записати хвильову функцiю основного стану гармонiчного осцилятора.

25. Обчислити середню координату та iмпульс у основному станi осцилятора.

26. Показати, що енергiя нульових коливань дорiвнює 1
2ℏω.

27. Знайти оператори народження та знищення для гармонiчного осцилято-
ра.

28. Обчислити комутатор операторiв народження i знищення.

29. Визначити середнє значення енергiї у станi n.

30. Обчислити дисперсiю координати для основного стану осцилятора.

31. Записати стацiонарне рiвняння Шредiнгера для атома водню.

32. Знайти енергетичний спектр атома водню.

33. Обчислити радiус Бора.

34. Визначити середню вiдстань електрона вiд ядра у основному станi.

35. Знайти ймовiрнiсть знаходження електрона у сферичному шарi.

36. Пояснити фiзичний змiст квантових чисел n, l, m.

37. Визначити можливi значення моменту iмпульсу.

38. Обчислити власнi значення оператора L2.

39. Показати, що сферичнi гармонiки є власними функцiями оператора
моменту iмпульсу.

40. Знайти виродження рiвнiв у атомi водню.

41. Визначити енергiю фотона при переходi мiж рiвнями n = 2 та n = 1.

42. Обчислити довжину хвилi випромiнювання при переходi 3 → 2 у атомi
водню.
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43. Розглянути вплив слабкого електричного поля на енергетичнi рiвнi атома
водню (ефект Штарка).

44. Описати розщеплення рiвнiв у магнiтному полi (ефект Зеємана).

45. Знайти можливi значення проекцiї моменту iмпульсу.

46. Пояснити фiзичний змiст хвильової функцiї.

47. Обчислити густину ймовiрностi для заданої хвильової функцiї.

48. Знайти час еволюцiї суперпозицiї двох стацiонарних станiв.

49. Дослiдити iнтерференцiю двох квантових станiв.

50. Пояснити фiзичний змiст принципу суперпозицiї у квантовiй механiцi.
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