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Знайдено умови на послідовність (bn,), за яких інтерполяційні задачі 
,1( )k kb   , ,2( )k kg b  , де |n/n+1|<1, мають розв’язок в одному класі 

цілих функцій, який визначається лічильною функцією послідовності (n).  
Ключові слова: ціла функція, інтерполяційна задача, інтерполяційна послідовність, 

послідовність нулів.  
Різноманітні інтерполяційні задачі в класах 

цілих функцій розглядались  в працях О. 
Гельфонда, Ю. Казьміна, А. Леонтєва, Г. 
Лапіна, А. Грішина, К. Малютіна, Ю. 
Коробейника, А. Братищева, О. Боженко та 
інших математиків (див.[1 - 12]).  

О.Гельфонд і Ю.Казьміна [4] розглянули 
інтерполяційні задачі   

,1( )k kb   ,              (1)  
,2( )k kg b                (2) 

з вузлами інтерполяції  1k
k q  , 1q  . Метою 

даної статті є розгляд інтерполяційних задач (1) 
– (2) у випадку коли  k  – послідовність  різних  
відмінних від нуля комплексних чисел, які 
задовольняють умову 

1/ 1k k      ,  k  ,          (3) 

для деякого (0;1) . Нехай ( ) 1
k t

n t
 

  , 

0
( )( )

r n tN r dtt  ,  ( ) max ( ) :gM r g z z r  . 
Основний наш результат міститься в теоремі 1, 
яка є узагальненням деяких результатів з [4]. 
Особливістю результату є виділення класів 
розв’язності безпосередньо в термінах 
характеристик послідовності  k .  

Теорема 1. Нехай послідовність  k  
задовольняє умову (3) для деякого (0;1) , 

1
( ) 1

k k

zL z 



     . Тоді для кожної послідовності 

 ,1nb  такої, що   ,1 1 expn nb c N q  , 1q   , 
інтерполяційна задача (1) має єдиний розв’язок 
в  класі цілих функцій  , які задовольняють 
умову (тут і далі через ic  позначаємо додатні 
сталі) 

 2 1( ) exp ( )M r c N r  , [0; )r  ,  (4)  
для кожного 1 q   і цим розв’язком є функція 

 ,1
1

( )( ) ( )
n
n nn

b L zz z L  



  . Окрім цього, для кожної 

послідовності  ,2nb  такої, що 

     ,2 5 expn n n nb c N N q    , 1q   , 
функція 

 
2,2

21
( )( ) ( )

n
n n n

b L zg z z L 



   

є цілою, задовольняє умову (2)  і  
 0 1( ) exp ( ) ( )gM r c N r N r  , [0; )r      (5) 

для кожного 1 q  . 
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Доведення. Доведемо спочатку 
єдиність. Припустимо, що для деякої 
послідовності  ,1nb  в класі (4) існує дві різні цілі 
функції 1f   і 2f  , які є розв’язками задачі 
(1). Тоді функція 2 1f f f   має нулі в усіх 
точках k  і задовольняє умову 

 2 1( ) exp ( )fM r c N r  для деякого 1 1  . Тому з 
нерівності Ієнсена отримуємо 1 0( ) ( )N r N r c  . 
Маємо суперечність, бо 1( ) ( )N r N r   , якщо 

1 1   і r  .  

Далі, добре відомо, що ( ) ln
k kr

rN r
 

  . 

Тому  
1

exp ( )
n

n
n n

k
k

N 




  і  

     1
1

1

1 1

exp
n n

n nn
n n n

k k
k k

qN q q 
 






 

   . Окрім 

цього, для функції L(z) справедливі оцінки [13, 
14] 

ln ( ) ( ) (1)LM r N r O  , [0; )r  , 
   ln (1)k k nL N O     , n , 

((1 ) )( )max : ( ) L
n n

M rL z z r cz r
 

         , n , 
[0; )r  , 0  . 

Тому 

         ,1
3 2

exp( ) exp ( )( ) exp
n nn

n n n n

N qb L z c N rL z N r
      

   
1

4 2exp ( )
nn
n

qc N r r
 

  , 2 : (1 )   . 

Нехай 1m mr    , z r  і 1 2q   . Тоді 
m=n(r) і  

     
1

,1
4 2

1 1

( ) exp ( )( )
n

nn
n nk n n

qb L z c N rz L r
  

 

 
  

  1 1
4 2

1 1
exp ( ) m nn n

n n m
c N r q qr

  
  

      

  1 14 2
1 1

exp ( ) m nn n
mn n m

c N r q q 
 

  
      

  1 14 2
1 1

exp ( ) m m n n n
n n m

c N r q q   
  

       
 4 2

1
exp ( ) 1

nm mm

n
q qc N r q q


          

 4 2
1

exp ( ) 11

m
m m

q
q qc N r qq q

                     
 4 2exp ( ) 1

m mq qc N r q q       
 5 2 5 2

1exp ( ) exp ( ) lnmc N r q c N r m q        

25 2 1
exp ( ) ( ) lnc N r n r  

     . 

Далі, знайдеться стала 1 0c   така, що 
2 1( ) ( )n r n r c   . 

Справді, нехай 1 21/ 1/s s    , s . Тоді 
m=n(r) і 

1
2 2 1 1 1 1

1

1 1 m
m m m s m ss s

m s
r       

     
 

     .  

Тому 2( ) 1 ( ) 1n r m s n r s        і 
2

1

22 1 2
1

( )( ) ( ) ( ) log
r

r

n tN r N r dt n rt



        

2 2
1 1

( 1) log ( ) logs n r 
    . 

Отож, на основі попередніх оцінок  
переконуємось, що функція w(z) є цілою  і 
задовольняє умови (1), (4). 

Аналогічно отримуємо оцінку 

   
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2 2
( )( ) ( )( ) ( )
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         2
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exp 2
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   

 
  

       2
7
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exp
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   2,2
8 121

( ) exp ( ) ( )( )
n

n n n

b L z c N r N rz L  



  , 

якщо z r . Тому функція g також задовольняє 
всі умови теореми. 
 Зауваження 1. У випадку 1k

k q   умова 
(1) рівносильна умові 

   2
1 1log loglim ln ( ) 2 ln 2r
r rM r q

 


        , а умова 

  ,1 1 expn nb c N q  – умові 
( 1) 1/2 ,1sup :k k

kq b k       

Тому теорема 1 містить деякі результати [4]. 
Зауваження 2. Нам не вдалося 

побудувати за вказаних умов функцію з класу 
(4), яка одночасно була б розв’язком обох задач 
(1) та (2). 
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