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У даній статті знайдено умови на послідовність (bn,), за яких ітерполяційна 
задача G(n)=bn, де |n/n+1|<1, має розв’язок в одному класі цілих функцій, який 
визначається лічильною функцією послідовності (n). Отриманий результат 
застосовано до опису розв’язків диференціального рівняння f’’+a0f=0 з цілим 
коефіцієнтом. Таким чином, узагальнені результати Ю. Казьміна [4] стосовно 
інтерполяції та покращені результати С. Банка стосовно осциляції. 

Ключові слова: ціла функція, інтерполяційна задача, інтерполяційна 
послідовність, послідовність нулів, диференціальне рівняння.  

 

ВСТУП ТА ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ 

Нехай ( : )k k   – послідовність різних 

відмінних від нуля комплексних чисел, яка 
не має скінченних часткових границь, 

( ) log
k r k

r
N r

 

  , G – ціла функція і 

 ( ) max ( ) :GM r g z z r  . Дослідженню умов, 

за яких існує розв’язок  інтерполяційної 
задачі  

( )k kG b                                  (1) 

в різних класах цілих функцій присвячені 
численні дослідження  [1], [2], [3], [4]. 
Виникає запитання про те, для яких 
послідовностей (k) і (bk) існує ціла функція 
G, яка задовольняє  

ln ( ) ( ) (1)GM r N r O  , r  . 

 (в близькій постановці інтерполяційна 
задача  розглядалась, наприклад в [6]). 
Частково відповідь на це запитання 
отримано в  [5]. Зокрема показано, що якщо 
bk=0, а послідовність (k)  для деякого <1  
задовольняє умову 

1/k k     ,  k  ,          (2) 

то така функція існує. Далі, якщо згадана 
функція 0G   з (1) існує, то 

 0 exp ( )k kb c N   (тут і далі ic – додатні 

сталі),  тобто  

,0
1

sup :
k

k

k k s
s

b k c 



 
    

 
  . 

А.О.Гельфонд [1] і Ю.А.Казьмін [4] 
розглянули інтерполяційну задачу  (1) для 

1k
k q  , 1q  . Так з результатів Ю.А. 

Казьміна [4] випливає таке твердження 
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Теорема К.  Нехай |q|>1, k=qk-1, k  . 
Тоді для кожної послідовності (bk) такої, що 

( 1)
1/

2
1lim

k
k

k
k

q b r





 , 1 ( ;1)r    

інтерполяційна задача (1), має єдиний 
розв’язок в класі цілих функцій g, які 
задовольняють умову 

2
1

`

ln ln
ln ( )

2 ln 2g

r r
M r c

q


    

для будь-якого 1 1r  . 

У статті [7] наводяться дві теореми (1, 2), 
які узагальнюють результат  Ю.А.Казьміна 
для послідовності (k), що задовольняє умову 
(3). У даній статті доводимо загальніше 
твердження, яке, крім цього дає більш точну 
оцінку росту функції ( )gM r . 

Теорема 1. Нехай (k) задовольняє умову 
(2) для деякого <1, і (bk) – така 
послідовність комплексних чисел, що 

  1 1expk kb c N r   для деякого 1 (0; )r    і 

для кожного k . Тоді, якщо 

1min{ : 1/ }jj r     , 1 1/    , 

max{0; 1}   , то існує  ціла функція G, 

така що виконується (1) і для будь-якого 
0>1 і всіх 0r  :  

 2 0( ) exp ( )GM r c r N r                 (3) 

Звідси випливають раніше доведені 
твердження. 

Наслідок 1. (Теорема 2 [7])  Нехай (k) 
задовольняє умову (2) для деякого <1,  і (bk) 
– така послідовність комплексних чисел, що  

  1 1expk kb c N r  , 1 ( ;1)r   . Тоді існує  

ціла функція G, така що виконується (1) і 

 2 1( ) exp ( )GM r c N r  для будь-якого 1 1r  . 

Зауваження 1. Якщо |q|>1, k=qk-1,   то  
2ln ln

( ) (1)
2ln 2

r r
N r O

q    , [1; )r  . Тому з 

теореми 1 випливає сформульоване 
твердження Ю.А. Казьміна [4]. 

Отриманий результат можна застосувати 
до теорії диференціальних рівнянь. 
Розглянемо рівняння  

0 0f a f                 (4) 

і дослідимо, за яких умов існує цілий 
розв’язок цього рівняння з послідовністю 
нулів (k). Дослідженню цього та суміжних 
запитань для різних класів цілих та 
голоморфних у крузі функцій присвячено 
чимало праць, огляд яких міститься, 
наприклад, в [8, 9]. Зокрема, на запитання : 
Чи існує ціла трансцендентна функція a0, 
така що (k) є послідовністю нулів розв’язку 
рівняння (4), одним з перших дав відповідь  
В. Седа [10]. Він довів таке твердження 
(дивись також в [9]). 

Теорема С. Для довільної послідовності 
( : )k k   комплексних чисел, яка не має 

скінченних часткових границь існує така 

ціла функція  0a ,  що  рівняння  (4)  має  

цілий розв’язок f  і послідовність (k) є 

послідовністю нулів функції f . 

Результати В. Седи розвинені в багатьох 
роботах [8, 9, 11, 12, 13]. Зупинимося лише 
на тих, які пов’язані з послідовністю (k) 
вигляду (2). Так С. Банк [12] довів таке 
твердження. 

Теорема Б 1. Нехай (k) - послідовність 
відмінних від нуля комплексних чисел, які 
задовольняють умову (2). Тоді існує ціла 
трансцендентна функція a0 порядку 0 
така, що рівняння (4) має такий розв’ язок, 
для якого (k) є послідовністю нулів.  

 С. Банк [12] отримав також необхідні 
умови на послідовність (k), яка є 
послідовністю нулів розв’язку рівняння (4). 

 Теорема Б 2. Нехай (k) - послідовність 
відмінних від нуля комплексних чисел, які 
мають скінченний показник збіжності, і 

( 1)
inf{ : | | }n

n

p
   

    . Позначимо  

 1 2 1( ) (1/ ) ( / ) ... ( / )p p
k n k n k n k n

n k

        



     
 якщо p>0, 
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1( )k n k
n k

   



  , якщо p=0. 

Тоді, якщо (k) є послідовністю нулів 
розв’язку рівняння (4), де a0 - ціла 
трансцендентна функція скінченного 
порядку, то існує дійсне число b>0 і 0k   

такі, що  

0| | exp(| | ),b
k k k k   . 

Виходячи з цього твердження, С. Банк 
показав, що послідовність (n), n , де 

2 1 2k
k   ,  2 2k

k k   , 0 exp( exp(2 )),k
k    

не може бути послідовністю нулів розв’язку 
рівняння (4), де a0 - ціла трансцендентна 
функція скінченного  порядку. 

Пізніше Дж. Грохен та Дж. Хейтокангас 
[12] уточнили результат С. Банка (Теорема Б 
1.) і довели таке твердження. 

Теорема Г-Х. Нехай (k) - послідовність 
відмінних від нуля комплексних чисел, які 
задовольняють умову (2). Тоді існує ціла 
трансцендентна функція a0  така, що 
рівняння (4) має розв’ язок, для якого (k) є 
послідовністю нулів і  

0

2ln ( ) (ln )aM r O r . 

У ході доведення вищезгаданих 
тверджень, що стосуються рівняння (4), 
розв’язок (4) будується у вигляді Gf Le , де 

L - ціла функція, для якої (k) - послідовність 
простих нулів, G - деяка ціла функція. 
Підставивши ( )( ) ( ) g zf z L z e  в (4), отримаємо  

 ( ) 2 ( )( ) ( ) ( ) (2 ( ) ( )g z g ze g z g z L z e g z L z       

( )
0( )) ( ) ( ) 0g zL z a z L z e   .        (5) 

Звідси випливає: 
( )

( )
2 ( )

k
k

k

L
g

L







  


. Отож, 

дана задача зводиться до знаходження умов 
існування розв’язку інтерполяційної задачі 

(1), де G g  , 
( )

2 ( )
k

k
k

L
b

L





 


. Тому на підставі 

теореми 1 ми отримаємо наступне 
твердження.  

Теорема 2. Нехай послідовність (k) 
задовольняє умову (2) для деякого <1. Тоді 
існує ціла функція a0 така, що рівняння (4) 
має цілий розв’язок f такий, що послідовність 
(k) є послідовністю нулів функції f і  

    2 2 0( ) exp exp ( )fM r c N r c r N r   
 для всіх r>0, 0    і деякої сталої  c2. 

1. ДОВЕДЕННЯ ОСНОВНИХ 
РЕЗУЛЬТАТІВ. 

1.1. Доведення теореми 1. 

Для доведення теореми 1 потрібні деякі  
приготування.  

Лема 1. Нехай послідовність (k) 
задовольняє умову (2) для деякого <1.  Тоді 
для функції  

 
1

( ) 1 / k
k

L z z 




                   (6) 

виконується 

ln ( ) ( ) (1)LM r N r O  , [0; )r  . 

   ln (1)k k kL N O     , k  . 

Це твердження міститься, наприклад, в 
[13]. Для його отримання досить зауважити, 
що 

( ) ln ( ) ( ) log 1
k

k
L

r

N r M r N r
r





 
     

 
  

log 1
k r k

r

 

 
   

 
 , 

 
1

1 1

log log 1 /
k k

k
k k n k

n nn

L


   




 

      

1

log 1 /k n
n k

 


 

  . 

Лема 2 [13]. Нехай ( )L z – ціла функція, 

яка має нулі в точках k і ( ) ( ) /( )k kl z L z z   . 

Тоді для всіх k , 0   і 0r   виконується 

  ((1 ) )
( ) 4 1 1/

k

L
l

k

M r
M r

r







 


.  
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Лема 3. Нехай послідовність (k)  
задовольняє умову (2) для деякого <1,   , 

1 1/     і 1
11/ 1/r     . Тоді,    

( )k  :  

    ( 1) / 2
1 1exp exp ( )k

k kN r r N
    ,   (7) 

1( )( | |)m r     :  

   1

1

1
exp ( ) exp ( )

m
N r N r  


 .     (8) 

Доведення. Відомо, що  (див. в [14, 
лемма 1.8.], [15]) 

 

1

exp ( ) max :
m

m

j
j

r
N r m






 
 
   
 
  


  

і  

1

exp ( )
k

k

j
j

r
N r







, якщо 1[ ; )k kr    . 

Доведемо  нерівність (7). Знайдеться s  
таке, що 1 1| | | | | |s k sr     . Тому у випадку 

1  , якщо 1
11/ 1/r     ,   виконується 

1 1 1
1

1

k s k s s k
k

s

r   

   



   



   
  

 

1
1 1

s k
s s

   
     

для 1s k     ( s k для 1  ). Отож, 
враховуючи, що у випадку 1  , 1 1r   і s k , 

k  ,  маємо 

  
 

 

 

1 1

1 1 1 1

11

exp

exp ( )

s k s ks
k k k

s k s

j j j
k j j j k

k k
k kk

kk

jj
jj

r r

N r

N

  

  

 





   



 
  



 

1 1
1 1

1 2

1

...

...

s ks k s k
k kk k k k

s
k k s

j
j k

r r
r r

   
  

 

 

 

 


 

( 1)( ) 2
1 1 ( )( ( 1) / 2)

1s k
s kk kk s

s k s k
r r




 

      


 

1 1( )( 1) / 2

1k k

s k s k
r r   


. 

У випадку 0  , якщо 1
11/ 1/r     , 

виконується 

1 1 1 1

k s k s k
k

s s

r   
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Далі доведемо нерівність (8). Для кожного 

1r   знайдеться таке m , що 

1m mr     і знайдеться p , що 

1 1p pr     , якщо 1 1/     і 1  . Тому 

1 2
1 1 1 1 1

2 3 1

...
pm m

m p
m m p

r
 

    
  

 
 

  

   

1 1 1 1 1

1p m p m p m
p p p p


       

         


, 

якщо p m   . Отож, для 1   
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 Якщо 0  , то 1m mr    , 

1 1p pr      для деяких m  і p . 
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Лему доведено. 

 Лема 4. Нехай послідовність (k) 
задовольняє умову (2) для деякого <1, і (bk) – 
така послідовність комплексних чисел, що 

  1 1expk kb c N r   для деякого 1 [0; )r    і 

всіх k . Тоді, якщо 1min{ : 1/ }jj r     , 

1 max{1/ ; }    , max{0; 1}   , max{0; }  ,  
і ( ) ( )P z z L z , то функція 
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є цілою  і  2 0( ) exp ( )GM r c r N r    для будь-

якого 0 1   і всіх 0r  . 

Доведення. Згідно з лемами 1 та 2: 
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 для всіх k  і 

r≥0. Окрім цього,   1 1expk kb c N r  , 

  4( ) expk k k kP c N
      для всіх k . 
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У випадку 1  ,   . Знайдеться таке 

m , що 1(1 )m mr      . Тому, 
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оскільки 
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Отже, у випадку 1   
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Оскільки 1 1r   , то  
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для z r . Тому лема 4 доведена. 

З леми 4 безпосередньо випливає 
справедливість теореми 1, оскільки 
побудована в лемі 4 функція G задовольняє 
умови (1) і (3).    

1.2. Доведення теореми 2. 

Для доведення теореми 2 доведемо такі 
допоміжні твердження. 
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Переходимо безпосередньо до доведення 
теореми 2. Оскільки  
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       Тому 0a  – ціла функція. При цьому f  

шуканим розв’язком  рівняння (4) і 
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що доводить теорему 2. 

Зауваження 2. Якщо послідовність (k) 
задовольняє умову (2)  для деякого <1, а  
рівняння (4)  має розв’язок  f , для якого (k)  

є послідовністю нулів, то ціла функція 0a  
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то з (9) та теореми Коші випливає, що для 
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одержуємо справедливість (10)  для 
[0; )r E   . Цієї виняткової множини 

можна позбутися методом з [17, лема С] або з 
[2, c. 33].  

Зауваження 3. Якщо послідовність ( )k  

задовольняє умову (2), то  
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1
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ln 1
( ) ln

2ln1/ 2

r r
N r c


  


, (1; )r  .  (10) 

Справді,  нехай 1r   -  фіксоване число. 

Тоді знайдеться таке m , що 
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1 1
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m m
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1 1
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ln ln ,

2

r m m
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
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 
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бо 1
1

k
k   . Нехай 

1

( 1) 1
( ) ln ln

| | 2

r m m
m m




 

. 

Тоді   
1

1 1
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| | 2
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
  


  і '( ) 0m  ,  

якщо  1ln( / | |) 1

ln 2

r
m

     
.  Тому для  

1 1ln / ln /1 1
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r r
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1
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
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 

  досягає 

найбільшого значення. Отож, 
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ВИСНОВКИ 

Теорема 1 узагальнює результати Ю. 
Казьміна [4] стосовно розв’язку 
інтерполяційної задачі (1) на випадок, коли 
вузли інтерполяції задовольняють умову (2), 
а в теоремі 2 застосовано цей результат до 
опису розв’язків рівняння (4), послідовність 
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нулів яких задовольняє умову (2) і, таким 
чином, отримано дещо уточненені 
результати С. Банка - Дж. Грохена, Дж. 
Хейтокангаса [11, 12] стосовно осциляції. 
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