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Проведено огляд наукових робіт, що присвячені домішковим центрам 
у квантових точках, Описано їх структуру енергетичних рівнів і їх 
залежність від розмірів наносистеми. Проаналізовано сучасний стан 
зазначеної проблематики. 
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ВСТУП 

Важливим завданням сучасних матері-
алознавців і технологів є пошук нових 
матеріалів, що можуть бути застосовані в 
наноелектроніці. Найбільш продуктивним 
шляхом у цьому напрямку є використання 
гетеросистем з різними нанооб’єктами: 
квантовими точками (КТ), квантовими 
дротами (КД), квантовими ямами (КЯ) та їх 
поєднання.  

На основі наноструктур функціонує ве-
лика кількість різноманітних електронних, 
оптичних, оптоелектронних приладів, дже-
рел білого світла, сонячні батареї та високо 
когерентні лазери. Основною характе-
ристикою таких приладів є їхня висока 
продуктивність при малих енергозатратах. 

З усіх нанооб’єктів на особливу увагу 
заслуговують КТ, бо вони мають властивості, 
які притаманні штучним атомам і характе-
ризуються дискретним (квазідискретним) 
спектром квазічастинок, тому є дуже 
перспективними квазінульвимірними об'єк-
тами, на основі яких можуть бути 
сконструйовані високоефективні електронні 
та оптоелектронні прилади. 

Оптичні характеристики напівпровідни-
ків (інтенсивності випромінювання, коефіці-
єнти поглинання, часи релаксації) залежать 
від різних дефектів кристалічної ґратки. 
Кожне порушення ідеальної структури 
утворює додаткове поле, яке впливає на 

поведінку зарядів. Зокрема, просторове 
обмеження зарядів і наявність домішок може 
кардинально змінювати властивості як 
масивних кристалів, так і нанокристалів. 

Основним завданням фізиків-теоретиків 
та фізиків-експериментаторів є розроблення 
ефективних моделей для прогнозування і 
керування властивостями КТ, виявлення та 
фіксація цих властивостей, а також розробка 
технологій, що дадуть змогу отримувати 
задані об’єкти високої якості із наперед 
визначеними характеристиками. 

Відомо, що КТ можна отримати досить 
високої якості, але це не гарантує відсутність 
в них різних дефектів кристалічної струк-
тури. В окрему КТ може потрапити хоча б 
один домішковий атом. Також домішковий 
атом може пасивувати обірвані зв’язки на 
поверхні КТ. З іншого боку, домішка може 
потрапити в систему через легування. Тому 
так чи інакше КТ може містити домішки, які 
впливатимуть на її фізичні властивості, 
зокрема і оптичні.  

Найбільш простими та інформативними 
методами, які дають змогу на практиці дослі-
дити електронну структуру КТ є експеримен-
ти з поглинання і фотолюмінесценції. Саме з 
ці дані є базою, на основі якої перевіряють 
теоретичні моделі, що стосуються зонної 
структури КТ та теорії лінійного і нелінійного 
поглинання електромагнітних хвиль. 

Запропонований короткий огляд має на 
меті описати сучасний стан досліджень КТ з 
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мілкими домішковими центрами, проана-
лізувати проблеми і перспективи. 
 
1. ДОМІШКОВІ СТАНИ У КТ 

Як правило, оптичні властивості напів-
провідників при низьких температурах 
визначають домішки. Їхня наявність у низь-
корозмірних структурах також вплине на 
властивості цих систем. Зокрема слід 
відзначити, що різні типи домішкових атомів 
приведуть до кардинально протилежної 
зміни властивостей КТ.  

Загалом потенціал домішкового центру 
умовно можна розділити на далекодіючий 
(кулонівський і кулонопобібні потенціали), 
який відповідає за мілкі домішки (донорні та 
акцепторні) та короткодіючий, що включає 
хімічне розрізнення домішкових і «рідних» 
атомів, а також деформацію ґратки внаслідок 
введення стороннього атома. 

Традиційно прийнято називати мілкою 
донорною домішкою таку, що має енергетичні 
рівні, що розташовані у забороненій зоні 
масивного напівпровідника і близькі до дна 
зони провідності. Відповідно мілка акцеп-
торна домішка має енергетичні рівні, що 
розташовані у забороненій зоні масивного на-
півпровідника та близькі до вершини валент-
ної зони. Однак розташування цих рівнів 
може змінюватися у наносистемах при зміні 
їх розмірів. Тому домішку називатимемо 
мілкою, якщо потенціал, яким вона моделю-
ється, повільно змінюється в межах елемен-
тарної комірки, а також енергія зв’язку є 
малою порівняно з величиною забороненої 
зони [1]. 

Для мілких домішкових центрів часто 
застосовується ефективна модель воднево-
подібного атома та наближення ефективної 
маси. 

У залежності від валентності стороннього 
атома будуть або донорні, або акцепторні до-
мішки. Значна частина дослідників[2-17] 
моделює взаємодію електрона з іоном доміш-
ки у вигляді кулонівської потенціальної енер-
гії взаємодії зарядів у однорідному 
середовищі з діелектричною проникністю ε  

 
2

.
e

V r
r

    (1) 

Введення діелектричної проникності 
можна вважати правильним, якщо радіус 
домішкового стану набагато більший від 

сталої ґратки. Оскільки домішковий центр 
нерухомий, то під ε розуміють статичну 
діелектричну проникність. Така потенці-
альна енергія взаємодії йона домішки з 
електроном повністю виключає з опису всі 
індивідуальні характеристики домішки, що 
пов’язані з її хімічною природою. Тому в 
такому наближенні енергетичні рівні всіх 
домішок у заданому кристалі будуть 
однаковими, але властивості домішок у 
гетероструктурах сильно залежатимуть від їх 
параметрів і навпаки. 

У загальному випадку діелектрична 
проникність для наногетероструктур є 
різною, тобто залежить від координат. Тому 
для послідовного врахування різниці між 
діелектричними проникностями нанооб’єкта і 
матриці необхідно розв’язати рівняння 
Пуассона. У роботах [17-20] для заряджених 
частинок розв’язано рівняння Пуассона, і 
основі цих розв’язків визначено енергію 
взаємодії електрона і дірки з поляриза-
ційними зарядами, що виникають на 
гетеромежах з врахуванням існування пере-
хідного шару, де діелектрична проникність 
залежить від координати, так і без його 
врахування. Визначено вплив поляри-
заційних зарядів на межах поділу середовищ 
на екситонні  та поверхневі стани наногетеро-
системи. 

 
1.1. Донорні домішки 

Для визначення спектру донорних 
домішок у наближенні однозонної параболіч-
ної моделі зони провідності вводиться 
ефективна маса і одночастинкові стани 
визначаються шляхом розв’язання хвильово-
го рівняння Шредінгера з відповідною 
ефективною масою. У такому наближенні 
часто розв’язується відповідне рівняння 
Шредінгера для КТ. 

Розглядається сферична наногетеро-
система. Вона складається з нанокристала 
радіуса a, діелектрична проникність якого ε1, 
а ефективна маса електрона m*

1, який помі-
щений у матрицю з діелектричною 
проникністю ε2 і ефективною масою електро-
на в ній m*

1. У цій сферичній КТ  знаходиться 
донорна домішка на відстані D від центра. 
Систему координат вибрано так, що вісь z 
проходить через центр КТ та домішку. 
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Гамільтоніан такої системи записано у 
вигляді: 

 
2

*

1ˆ
2

r
m

     H
  ,                (2) 

де потенціальна енергія є сумою: 
       ,

p
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  .                 (3) 

Тут потенціальна енергія, що зумовлена 
розривом зон гетероструктури, така: 
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потенціальна енергія взаємодії електрона з 
йоном домішки, що одержана на основі 
розв'язку рівняння Пуассона і яка враховує 
взаємодію електрона з поляризаційними 
зарядами, зумовленими йоном домішки, 
виражається так [18-20]: 
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де Pn(x) – поліноми Лежандра, θ – кут між 
радіус вектором та віссю z. У випадку, коли 
іон домішки знаходиться у центрі (D=0), 
вираз (5) зведеться до вигляду: 
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Потенціальна енергія взаємодії електрона з 
поляризаційними зарядами, які цей 
електрон сам індукує (потенціал самодії), 
визначається формулою: 
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де F(a,b,c;x) – узагальнена гіпергеометрична 
функція. 

Сформульована задача була послідовно 
розв’язана у роботі [21] варіаційним методом 
та методом розкладу по повній системі 
функцій. Якщо у формулах (5)-(7) 
діелектричні проникності замінити їх 
середнім значенням, то зникають усі 
поляризаційні поправки до енергії системи. 
Якщо ж D=0, то відповідна задача 

перетворюється задачу про центральну 
домішку, яка вичерпно розв’язана у роботах 
[10-11]. 

На прикладі гетеросистеми CdS/SiO2 у 
випадку центральної домішки знайдено точні 
розв'язки зазначеної задачі, а вплив 
поляризаційних зарядів визначено на основі 
теорії збурень. Результати обчислень подано 
на рис.1 [21]. З рисунка видно, що врахування 
потенціалів (6) та (7) у сумі приводить до 
збільшення енергії для будь-якого значення 
a. Потенціал самодії збільшує енергію 
домішки, а потенціал (6) – зменшує її. Для 
основного стану існує важлива особливість у 
залежності енергії від радіуса КТ – мінімум. 
Його наявність зумовлена конкуруванням 
двох факторів: просторового обмеження, яке 
збільшує енергію, та зростання глибини 
ефективної потенціальної ями, що залежить 
від  доданку  

     2
0 1 2 1 2/V a e a       

з (6), яке зменшує енергію. Аналогічні 
мінімуми існують і для збуджених станів, 
однак вони менш чіткі і зміщені у сторону 
зростання радіуса КТ. Наприклад, енергія 
2P-стану має мінімум при a≈170 Å. Вводячи 
середнє значення діелектричної проникності, 
ми нехтуємо усіма поляризаційними поправ-
ками, тому мінімум у залежності не 
спостерігається (штрихові лінії). 
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Рисунок 1. Енергія основного (1S) та 

збуджених (2P, 3D) станів центральної домішки у 
сферичній КТ. Штрихові лінії позначають енергію 
без врахування поляризаційних зарядів (коли 
використовується середнє значення діелектричних 
проникностей ε1=ε2=εaverage), суцільні криві – з 
врахуванням. 

 
Нехтуючи поляризаційними зарядами, 

спектр та хвильові функції знайдено у роботі 
[11] для КТ гетеросистеми HgS/CdS. 
Розв’язки подано функціями Кулона та 
Віттекера. Встановлено, коли радіус 
нанокристалу дуже великий, то потенціал 
обмеження здійснює малий вплив на 
домішку, і хвильова функція наближається 
до відповідного стану водневоподібної 
домішки у масивному кристалі HgS. Такі 
значення (значення водневоподібної домішки 
у масивному кристалі) набуває енергія 
(рис.2). Коли радіус квантової точки 
зменшується, хвильова функція зміщується у 
внутрішній простір квантової точки 
обмежуючим потенціалом. При цьому 
відбувається розщеплення енергетичних 
рівнів, які є виродженими у для домішки 
масивному кристалі (наприклад, енергії 2p- 
та 2s-станів). При подальшому зменшенні 
радіуса КТ, хвильова функція все більше 
починає проникати у матрицю. Відповідна 
енергія зростає. Далі відбувається перехід 
хвильової функції із внутрішньої до 
зовнішньої області ями. Коли ж розміри 
сферичної КТ малі, то хвильова функція 
знову стає схожою до хвильової функції 
водневоподібної домішки у масивному 
кристалі HgS. Тобто електрон виштовхується 
за межі кантової точки. Тоді енергія 
домішкового електрона стає такою самою, як 
у масивному кристалі CdS, але збільшена на 
величину потенціального бар’єру U0. 

 
Рисунок 2. Залежність енергетичного спектру 

електрона від радіуса квантової точки HgS/CdS. 
Суцільні лінії – стани з l = 0, штрихові лінії – l = 1, 
штрих-пунктирні l = 2 та l = 3. 

 
Якщо домішка знаходиться не у центрі КТ, 

то відповідні результати залежності енергії 
від розташування домішки визначено у робо-
тах [9, 21]. Зокрема нехтуючи поляризаційни-
ми зарядами, у [9] визначено енергетичний 
спектр як функцію D/a при фіксованому 
радіусі КТ гетеросистеми GaAs/Ga1-xAlxAs. 
Енергії подано в одиницях Ry*, а радіуси КТ 
в одиницях ab* (рис.3,4). 

Результати показали, що віддалення іона 
домішки від центра КТ веде до розщеплення 
енергетичних рівнів за модулем магнітного 
квантового числа |m|. Причиною цього є 
порушення центральної симетрії задачі, 
однак зберігається циліндрична симетрія. 
Видно, що віддалення домішки від центра КТ 
до її поверхні веде до збільшення енергії. 
Коли ж домішка знаходиться далеко від 
поверхні КТ, то енергія електрона прямує до 
значення, яку має електрон у КТ за 
відсутності домішок. 

У роботі [21] розв’язано аналогічну задачу 
про нецентральну домішку для гетеросисте-
ми CdS/SiO2 з врахуванням поляризаційних 
зарядів (рис.5). Обчислення основного та пер-
шого збудженого стану проведено варіацій-
ним методом Рітца та лінійним варіаційним 
методом. Результати обчислень енергії пода-
но на рис.5. Також на ньому зображено графі-
ки енергії цих же станів, що обчислено 
лінійним варіаційним методом для їх порів-
няння. З рисунка чітко видно, що варіацій-
ний метод Рітца дає кращі результати для 
енергії основного стану і водночас гірші для 
першого збудженого порівняно з описаним 
лінійним варіаційним методом. Ці розбіжнос-
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ті спостерігаються, коли іон домішки зміщу-
ється від центра і перебуває у КТ. Коли ж іон 
домішки знаходиться за межами КТ, то два 
методи дають практично однакові 

результати. Відповідна різниця зменшується 
при зростанні D/a. Як видно, врахування 
поляризаційних зарядів веде до збільшення 
енергії. 

_____________________________________________________________________________________________ 
 
 

 

 
Рисунок 3. Енергетичні рівні Enlm основного та 
збудженого стану з |m|=0,1,2 як функція 
розташування домішки, якщо радіус КТ 1ab*. 

Рисунок 4. Енергетичні рівні Enlm основного та 
збудженого стану з |m|=0,1,2 як функція 
розташування домішки, якщо радіус КТ 3ab*. 
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Рисунок 5. Енергія основного (1S) та першого 
збудженого (2P) станів нецентральної домішки у 
сферичній КТ, як функція розташування домішки. 
Штрихові лінії позначають енергію без враху-
вання поляризаційних зарядів (ε1=ε2=εaverage), 
суцільні – з врахуванням. Чорні криві – енергії, що 
обчислені прямим варіаційним методом Рітца, 
сині та червоні – лінійним варіаційним методом.  
Горизонтальні штрих-пунктирні криві позначають 
енергію електрона у КТ без іона домішки (з 
врахуванням та без врахування поляризаційних 
зарядів). Радіус КТ a = 40 Å 

Окрім однієї донорної домішки у КТ 
досліджують також і більше домішок. 
Зокрема у роботах [22-23] розглянуто два іони 
домішок і електрон у КТ. У [22] побудовано 
модель, у якій один іон знаходиться постійно 
у центрі, а інший – у будь-якому місці 
сферичної КТ.  Для обчислень енергії 
основного стану використано варіаційний 
метод і теорію збурень. Результати подано на 
рис.6. З рисунка 6 видно, що зміщення однієї 
домішки від центру КТ веде до зростання 
відповідної енергії системи, яка прямує до 
енергії, яка відповідає КТ з однією домішкою 
у центрі. Відповідні висновки підтверджує 
графік розподілу густини ймовірності (рис.7).  

На рис. 7 зображено розподіл густини 
ймовірності перебування електрона в КТ з 
двома донорними домішками при різних зна-
ченнях розташуваннях домішки. Положення 
домішок позначено точками. З рис. 7 видно, 
що незалежно від положення розташування 
другої домішки найбільш імовірним поло-
женням електрона залишається область у 
центрі КТ. Отже, взаємодія електрона в 
основному стані з центральною домішкою 
сильніша за взаємодію з нецентральною. 
Така ситуація, зумовлена досить сильним 
потенціалом обмеження КТ. 
 

 
Рисунок 6. Залежність енергії основного стану 
електрона в КТ CdS/SiO2 з центральною донорною 
домішкою від положення іншої донорної домішки: 
варіаційний метод – суцільна лінія; теорія 
збурень –   штрихова лінія; без другої домішки – 
точкова лінія. Радіус КТ R = 5 aCdS. 

 
Дещо іншу залежність отримано у роботі 

[23] з двома діаметрально розташованими 
іонами домішок на відстані D кожна від 
центру квантової точки. Тут проведено 
обчислення методом розкладу по повній 
системі функцій, що відповідає за домішку у 
центрі КТ, метод лінійної комбінації  
варіаційних функцій (МЛКВФ) та метод 
скінченних елементів (рис.8). 

Як видно зазначені методи дають досить 
близькі значення енергії, саме тому для 
обчислення інших збуджених станів було 
застосовано перший метод (рис.9). Із 
зазначеною точністю було проведено 
обчислення енергії електрона у КТ за 
наявності двох позитивно заряджених іонів 
домішок. Зважаючи на те, що іони домішок 
розміщені на осі z, то у задачі зберігається 
циліндрична симетрія. Саме тому 
енергетичні рівні, які є вироджені за 
магнітним квантовим числом m у 
центральному сферично-симетричному полі, 
розщеплюються за |m|. 

З графіка видно, що при значному 
віддаленні домішок від центру, P-подібний та 
D-подібний енергетичні рівні, що є 
розщепленими за магнітним квантовим 
числом знову вироджуються, тобто криві 2 і 3 
та криві 4, 5, 6 наближаються одна до одної 
відповідно. Це свідчить про те, що максимум 
густини ймовірності електрона, при значному 
віддаленні домішок від центра КТ внаслідок 
сильного просторового обмеження, припадає 
на центр КТ (рис.10). Тобто енергія прямує до 
енергії КТ без домішок. Для малих зміщень 
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домішки зазначені енергетичні рівні знову 
вироджуються. Така ж якісно схожа 
залежність енергетичних рівнів отримана і 
для однієї домішки у роботі [21]. У 
граничному випадку коли D®0, можна 
отримати результати, що відповідають 

випадку заряду іона домішки q=2e, який 
поміщений у центрі КТ. На рис.10 також 
подано графіки розподілу густини 
ймовірності для основного стану при a = 40 Å 
для різних D/a. 

 

Рисунок 7. Розподіл  густини  ймовірності  перебування електрона  в КТ з двома донорннми домішками 
при різних положеннях домішки. 

 

Рисунок 8. Енергія електрона у КТ з 
двома іонами домішок для різних D/a. 
Суцільні криві – метод розкладу по 
системі функцій, штрихова – МЛКВФ, 
пунктирна – метод скінченних елементів. 
Тут також враховано енергію 
відштовхування іонів. 

Рисунок 9. Енергетичний спектр електрона у КТ з 
вдома діаметрально розташованими іонами 
домішок. Радіус КТ a=40Å. 
1 — 1S-подібний стан (|m|=0), 2 — 1P-подібний 
стан (|m|=0), 3 — 1P-подібний стан (|m|=1), 
4 — 1D-подібний стан (|m|=0), 5 — 1D-подібний 
стан (|m|=1), 6 — 1D-подібний стан (|m|=2), 
7 — 2S-подібний стан (|m|=0). 
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Рисунок 10. Розподіл густини ймовірності перебування електрона у КТ з двома іонами домішок.  
Точками позначено розташування іонів. Радіус КТ a = 40 Å. 

_______________________________________________________________________________________________________ 

 

1.2. Акцепторні домішки 

Найпростішим підходом для визначення 
енергетичного спектру акцепторних домішок 
у КТ може бути застосування такого ж 
підходу як і для донорних лише із заміною 
величини розриву зон та ефективної маси 
дірки. Однак таке застосування є не зовсім 
вірним, бо у більшості напівпровідників 
валентна зона має досить складну структуру 
та часто є виродженою у своїй вершині. Саме 
тому для обчислення діркових чи 
акцепторних станів у КТ доцільно 
застосовувати багатозонні моделі ефективної 
маси, зокрема і теорії Латтінджера. 

Для кристалів типу цинкової обманки 
типова зонна структура має такий вигляд як 
на рис.11. [24]. 

Нехтуючи гофрованостю ізоенергетичних 
поверхонь у просторі хвильового вектора, 
гамільтоніан має вигляд: 

 8x8
ˆ ˆ H H r


,   

де 

 

Рисунок 11. Зонна схема кристалів масивних 
напівпровідників типу цинкової обманки. 
Валентна зона є шестикратно виродженою в точці 
Г, якщо не враховувати спін-орбітальну взаємодію. 
Врахування спін-орбітальної взаємодії розділяє 
зони на: зону легких дірок (light hole LH), зону 
важких дірок (heavy hole HH) та спін-орбітальну 
відщеплену зону (SO). 
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Eg - величина забороненої зони, Δso - енергія спін-орбітальної взаємодії, 0ˆ / .zV i S Z m  p  Тут S – 

функція Блоха зони провідності в точці Г, X, Y, Z – три вироджені функції Блоха валентної зони 
у точці Г. γ1, γ – параметри Латтінджера. 

Якщо величина забороненої зони досить велика, то можна знехтувати зоною провідності і 
розглядати діркові стани окремо. Тоді гамільтоніан набуде вигляду: 

 

 

 

 

*

* *

6x6
* * * *

*

*

1ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 2
2

3ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 2
2

3ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 2
2ˆ
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2
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   
 
 
      
 
       
 

P Q L M L M

L P Q M Q L

M P Q L L Q
H

M L P Q M L

L Q L M P

M L Q L P

.     (9) 

_____________________________________________________________________________________________ 

 

З таким гамільтоніаном було розв’язано 
задачу про центральну акцепторну домішку у 
сферичній наногетеросистемі [25], однак 
потенціал обмеження був вибраний 
нескінченно високим. Знайдено розв’язки за 

допомогою розвинутого раніше цими ж 
авторами чисельно-аналітичного методу [26]. 
Результати подано графічно (рис.12). Також у 
цій роботі досліджено вплив величини спін-
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орбітальної взаємодії на енергетичний спектр 
дірки та акцептора. 

 

Рисунок 12. Залежність енергії нижчих станів 
дірки та акцептора у КТ від оберненого квадрата 
радіуса КТ R0; μ=0.8. Енергія подана в одиницях 
Ry*. 1 – S1-; 2 – P1-стани дірки у КТ без іона 
домішки; 3 – 1S1-, 4 – 2P1-, 5 - 2P2-стани 
акцепторної домішки. 
 

Оскільки використано модель з нескінченним 
розривом зон, то розрахунок проведено без 
прив’язки до конкретного кристалу. Єдиним 
параметром, що визначає кристал є параметр 

 2 3 14 6 / 5     . Також у [26] показано, що 

збільшення величини спін-орбітальної 
взаємодії ΔSO порядку більше 5Ry* для 
радіусів більших 3R0 і великих значень 

0.8   значення енергії перестає залежати 

від ΔSO. Для менших радіусів КТ порядку 1 R0 
і великих значень μ енергія виходить на 
насичення при значно більших ΔSO. Для 
малих же значень μ≤0.5 енергія домішки є 
слабо чутливою до значень ΔSO. Це все 
означає, що є кристали, в яких можна 
знехтувати спін-відщепленою зоною і 
розглянути лише зони важких і легких дірок. 
Саме для таких кристалів можна записати 
гамільтоніан 4х4: 

   
2

2
1

1 5ˆ ˆˆ ˆ ,
2 2

         
 

H p p J r
             (10) 

де ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zi j k  J J J J

  
 – оператор спінового 

моменту 3/2. 
Гамільтоніан (10) був застосований до 

гетеросистеми GaSb/AlSb з КТ, у центрі якої 
розташований іон акцепторної домішки [16]. 
У цій роботі для визначення енергії 
акцептора використано метод розкладу по 
системі функцій без домішки. Також було 

отримано спеціальні граничні умови, які 
застосовано до цієї задачі. 

 

Рисунок 13. Енергія основного стану дірки 
акцепторної домішки для чотиризонної з точними 
граничними умовами (крива 1) і для однозонної 
(криві 2, 3) моделей. Крива 4 позначає енергію 
мілкої акцепторної домішки у масивному кристалі 
GaSb. 

 

На рис.13  графічно зображено залежність 
енергії основного стану акцептора, що 
обчислена враховуючи чотиризонний 
гамільтоніан і точні граничні умови (крива 
1), зону важких (крива 2) та зону легких 
(крива 3) дірок. Горизонтальною пунктирною 
лінією позначено енергію акцепторної 
домішки у масивному кристалі GaSb. Як і для 
дірки без акцепторної домішки, врахування 
лише зони важких дірок занижує енергію 
акцепторного стану, а врахування лише зони 
легких дірок – її завищує. Енергія основного 
стану акцепторної домішки, що обчислена у 
межах чотиризонної моделі для великих 
радіусів КТ, прямує до відповідної енергії у 
масивному кристалі [13] (горизонтальна 
пунктирна пряма). Врахування точної потен-
ціальної енергії взаємодії дірки з іоном 
домішки та взаємодії дірки з поляризаційни-
ми зарядами у всіх трьох моделях при 
зменшенні розмірів сферичної квантової 
точки веде до немонотонної залежності енер-
гії від радіуса КТ. Зменшення розмірів КТ 
спочатку веде до незначного зменшення 
енергії, внаслідок зростання ефективної 
потенціальної ями, а подальше зменшення 
радіуса супроводжується ростом енергії, бо 
далі вплив просторового обмеження дірки 
переважає збільшення ефективної потенці-
альної ями. Зважаючи на те, що діелектричні 
проникності не дуже відрізняються, згадана 
немонотонність слабо помітна на графіку. 
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У цій же моделі розглянуто нецентральну 
акцепторну домішку у КТ CdSe [27]. Обчис-
лення енергії нецентральної домішки прове-
дено і варіаційним методом Рітца (лише ос-
новний стан), і методом розкладу по повній 
системі функцій. Для детального аналізу та 
відображення всієї динаміки зміни енергій 
дослідження проведено для радіуса КТ 
a = 25 Å. Результати обчислень подано на 
рис.14. Тут суцільними кривими позначено 
енергію акцепторної домішки, що обчислена 
методом розкладу по системі функцій задачі 
без домішки, а штриховими – методом Рітца. 
Як було зазначено вище, варіаційний функ-
ціонал залежить від квантового числа M: 
F(M). Зважаючи на це, енергія нецентральної 
домішки також формально залежить від M. 
Однак обчислення показали, що енергія не-
центральної домішки залежить лише від 
|M|. Таким чином, основний стан домішки 
при її зміщенні від центру КТ розщеплюється 
на 2 стани з |M|=3/2 (крива 1’) і два з 
|M|=1/2 (крива 2’). Причину такої залежності 
від |M| можна пояснити порушенням 
сферичної симетрії задачі та збереженням 
циліндричної симетрії. Схожі розщеплення 
енергетичних рівнів було отримано для 
донорної домішки [21]. Однак у зв’язку з тим, 
що основний стан донорної домішки не вирод-
жений в однозонній моделі, то відповідно 
розщеплення основного стану не відбувалося 
на відміну від акцепторної домішки. 

Крім методу Рітца використано метод роз-
кладу по повній системі функцій. Як видно з 
рис.14, при малих D/a цей метод дає енергію, 
що відрізняється від методу Рітца максимум 
на 10%. Для великих D/a – навпаки. Оскіль-
ки для малих D/a симетрія задачі наближа-
ється до сферично-симетричної, то у зв’язку з 
цим для малих D/a кількість доданків у 
розкладі треба збільшувати в чотири рази, що 
кардинально збільшить час обчислень. Саме 
тому для малих зміщень домішки краще 
користуватися запропонованим методом Ріт-
ца, а для великих — методом розкладу. Отже, 
на рис.14 кривою 1 позначено енергію 1,|3/2|E  

вироджених станів домішки 1, 3/2,  1,3/2 ; 2 – 

1,|1/2|E  вироджених станів 1, 1/2 , 1,1/2 ; 3 – 

2,|3/2|E  вироджених станів 2, 3/2 , 2,3/2 ; 4 – 

2,|1/2|E  вироджених станів 2, 1/ 2 , 2,1/2 . 

 

Рисунок 14. Енергія нецентральної акцепторної 
домішки у сферичній КТ CdSe як функція 
розташування іона домішки. Радіус КТ a = 25 Å.  
 
Якщо ж величина спін-орбітальної взаємодії 
є малою (таке значення мають кристали 
кремнію), то нею можна знехтувати (ΔSO=0). В 
такому випадку гамільтоніан у сферичному 
наближенні набуде вигляду: 

     
2

2
1

1ˆ ˆˆ ˆ4 3 ,
2
       H p p J r

 
      (11) 

де  

 3 21 / 5 3 2    , ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zi j k  J J J J

  
 

– оператор спінового моменту 1j  . У рамках 

такої моделі було розв’язано відповідні 
рівняння та знайдено енергію дірки, 
акцептора та екситона у КТ. Використано 
модель скінченного розриву зон і граничні 
умови [17, 28-29]. Зокрема у [17] для 
акцепторної домішки (рис. 15) враховано 
вплив поляризаційних зарядів, внаслідок 
чого отримано характерні немотонності 
залежності енергії від радіуса, як і для 
донорних домішок. 
 

 
Рисунок 15. Залежність енергії акцепторної 
домішки від радіуса КТ. 1 – 1S1, 2 – 1P1, 3 – 1P0 
(гетеросистема Si/SiO2).  
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Рисунок 16. Енергія основного зв’язаного стану 
екситона, що обчислена з врахуванням (суцільні 
криві 1, 2) та без врахування (штрихова крива 3) 
складного зонного спектра. Енергія основного 
стану електрон-діркової пари без врахування їх 
взаємодії (пунктирна крива 4). (гетеросистема 
Si/SiO2).  

 
Також у цій же моделі визначено енергію 

ексиона у КТ[17, 28-29]. З графіка (рис.16) 
видно, що одержано як якісну, так і добру 
кількісну збіжність результатів обчислень з 
експериментальними даними. Врахування 
складного зонного спектра для дірки, 
взаємодії частинок між собою та з поляри-
заційними зарядами дозволило встановити 
залежність енергії екситона, яку на графіку 
позначено суцільною кривою 1. Оскільки 
взаємодія заряджених квазічастинок з 
„власними“ поляризаційними зарядами на 
гетеромежах, які збільшують енергію 
екситона, є сильнішою ніж з „чужими“, які її 
зменшують, тому сумарний вплив поляриза-
ційних зарядів є додатнім. Якщо припустити, 
що діелектрична проникність матриці дорів-
нює діелектричній проникності КТ, то 
відповідна енергія описуватиметься кри-
вою 2. Ця крива розташована нижче за криву 
1, бо при такому наближенні зникають всі 
поляризаційні поправки, що закладено у 
розглядувану модель. 

Також встановлено, що зростання радіуса 
КТ веде до зменшення впливу властивостей 
матриці, зокрема і діелектричних власти-
востей, на енергію екситона, тому криві 1 і 2 
для радіусів a>40 Å починають наближатися 
одна до одної. Нехтуючи взаємодією елек-
трона і дірки, можна одержати залежність 
енергії від радіуса КТ, яку позначено 
пунктирною кривою 4. Ця енергія є більшою 
від двох попередніх. Це зумовлено відсут-
ністю врахування притягання між елек-
троном і діркою, яке знижує енергію системи. 

Якщо знехтувати складним зонним спектром 
у валентній зоні і для обчислень брати 
ефективну масу важкої дірки, то енергія 
основного стану екситона описуватиметься 
штриховою кривою 3. Як видно з рис.16 
енергія основного стану екситона, що обчис-
лена з врахуванням складного зонного спек-
тра є більшою, ніж енергія екситона, що 
обчислена за моделлю простої параболічної 
зони важких дірок (крива 1 проходить вище 
кривої 3). Отже, однозонне наближення 
важкої дірки зміщує дірковий енергетичний 
рівень ближче до вершини валентної зони, а 
це веде до зменшення енергії екситона. 

 

ВИСНОВКИ 

Отже, цій статті описано методику 
обчислення енергетичного спектру КТ за 
наявності донорних чи акцепторних домішок 
у центрі КТ і поза ним. Проаналізовано 
отримані результати. Зокрема встановлено, 
що наявність акцепторної домішки не у 
центрі КТ спричинює розщеплення основного 
стану. А це у свою чергу спричинить не тільки 
кількісні, але і якісні відмінності у 
міжрівневому та міжзонному поглинанні 
світла такою КТ з домішкою 
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