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У роботі досліджується 3D-надгратка сферичних квантових точок 
кристалу InAs у матриці GaAs. В наближенні сильного зв’язку отримано 
і проаналізовано закони дисперсії електронів. Детально обчислено 

залежність ( )E E k


 для 1s- та 1р-підзон (m=0,±1) КТ різних радіусів. 

Отримано залежності густини електронних станів від енергії у 1s- та 
1р-підзонах. Обчислено коефіцієнт поглинання для прямих міжпідзон-
них переходів, який виражається через квадрат матричного елементу 
електронного переходу та комбінованої густини станів.  
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ВСТУП 

Впровадження і розвиток нових методів 
вирощування великих упорядкованих маси-
вів квантових точок [1,2] стимулює науковий 
інтерес, як експериментальний, так і теоре-
тичний, до вивчення надграток. Автори 
роботи [3] виростили масив квантових точок 
InAs на напівпровідниковій підкладці GaAs 
з незначною дисперсією за розмірами кван-
тових точок (КТ) і показали, що утворюється 
періодична структура КТ уздовж певного 
напрямку. Надгратки вертикально зв’язаних 
КТ були вирощені і описані у роботах [4,5].  

Для створення багатошарових надграток 
сферичних квантових точок автори [6,7] 
запропонували метод впровадження КТ у 
пори металу чи полімерної плівки, які мають 
ідеальну необхідну форму. Цей метод 
забезпечує надзвичайно вузький розподіл за 
розмірами КТ та їх високу ступінь упоряд-
кованості. 

Масив вертикально зв’язаних КТ з анізо-
тропною ефективною масою носіїв заряду, 
апроксимований моделлю надгратки кванто-
вих точок (НГКТ), які розташовані у середо-
вищі вздовж еліптичного квантового дроту, 
досліджувався у роботі [8]. Розрахунки енер-

гетичного спектру електрона показали, що 
вздовж квантового дроту у НГКТ присутні 
парні і непарні дозволені і заборонені міні-
зони енергій. Причому їх положення та 
кількість визначається розмірами КТ, а ши-
рина дозволених мінізон – товщиною і висо-
тою потенціальних бар’єрів. Квазічастинка в 
кожній із зон характеризується своєю вели-
чиною ефективної маси, яка також залежить 
від еліптичності квантового дроту. 

Автори [9], на відміну від [8], «дозволили» 
квазічастинкам тунелювати не тільки в 
одному напрямі (1D-надгратка). В роботі 
побудована модель періодично розташова-
них площин КТ (2D-надгратка) і методом 
функцій Гріна досліджуються оптичні влас-
тивості таких багатошарових систем, зокре-
ма, густина станів та коефіцієнт поглинання 
в низько енергетичній інфрачервоній облас-
ті. 

У роботах [10, 11]. проведено теоретичне 
обґрунтування електронної зонної структури 
3D-надгратки GaAs/AlAs з рівномірно розпо-
діленими тунельно-зв’язаними КТ. Розра-
хунки спектру електронів і дірок в НГКТ 
сферичної форми показали наявність набору 
мінізон, що утворюються в додатковому 
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періодичному потенціалі НГ, що моделює 
дно зони провідності і верх валентної зони 
матеріалів гетероструктури. Обчислення 
матричного елементу та густини станів 
міжпідзонних переходів, проведені зокрема в 
роботі [10], дозволили отримати залежність 
коефіцієнта міжпідзонного поглинання гете-
росистем 1/ x xGaAs Al Ga As  з періодично роз-

ташованими квантовими точками від час-
тоти падаючого світла. 
 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглянемо періодичну структуру напів-
провідникових сферичних квантових точок 
(НСКТ) поміщених в матриці, яка моделює 
награтку, де елементарною коміркою є пря-
мокутна призма. Параметри КТ і матриці є 
такі, що сталі ґратки їх є дуже близькими за 
величинами ( ma a ), а діелектричні проник-

ності КТ (  ) і матриці ( m ) незначно відріз-

няються ( ~ m  ). 

Для розрахунку спектру електрона вико-
ристаємо наближення ефективних мас, яке 
справедливе при не дуже малих радіусах КТ 
[12], і де ефективні маси електрона в КТ і в 
матриці ( 1m , 2m ) можна вважати такими, як 

у відповідних масивних кристалах. Тоді за 
умови використання наближення ступінча-
того потенціалу потенціальна енергія та 
маса електрона матимуть вигляд: 
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де r – відстань електрона від центру КТ 
радіусом R.  

Для знаходження енергетичного спектру і 
хвильових функцій електрона НСКТ запи-
шемо рівняння Шредінгера з гамільтоні-
аном: 
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. Тому шукаємо її у ви-
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де ( )r


 – власна функція окремо взятої КТ, 

яка визначається набором квантових чисел 

ν(n,l,m), С  – коефіцієнти розкладу. 

Рівняння Шредінгера сферичної точки 
для моделі (1) розв’язується точно. Хвильові 
функції станів записуються у вигляді: 
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де ( , )l mY    – сферична функція, (1)( ), ( )l lj x h x  – 

функції Бесселя і Ханкеля відповідно. З 
умов зшивання хвильової функції, які вразо-
вують неперервність її та потоку ймовірності, 
можна визначити енергію електронних 
квантових станів в КТ.  

Стаціонарне рівняння Шредінгера для 
електрона в НСКТ: 
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Домножимо рівняння (3) на * ( )ikne r n

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та проінтегруємо його за координатами. У 
наближенні найближчих сусідів отримаємо 
систему лінійних алгебраїчних рівнянь, де 
визначник, складений з величин, що знахо-

дяться біля невідомих коефіцієнтів С , при-

рівняний до нуля дає дисперсійне рівняння 
для визначення енергетичного спектру 

НСКТ ( )E E k


. 

Визначивши енергетичний спектр елект-
рона такої системи, дослідимо його оптичні 
характеристики, зокрема коефіцієнт погли-
нання. 

Нехай на надграткову систему КТ падає 
монохроматична електромагнітна хвиля, 

поляризація якої задається вектором 


. Тоді 

взаємодія електромагнітної хвилі з елект-
роном задається оператором 
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Ймовірність переходу електрона з підзони 
  зони  l  з квантовими числами початкового 
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 , ,l p    


 визначає фактично спостережу-

ваний на досліді коефіцієнт поглинання, 
який визначається різницею енергії погли-
нутого та випроміненого світла [13] 
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 – блохівська осци-

лююча функція частинки l-зони в Г-точці 
зони Брілюена. Якщо рівновага в ефект-
ронному газі порушується лише за рахунок 

поглинання світла, то функції    ,f f   

можна замінити рівноважними функціями 
Фермі: 
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де   – хімічний потенціал системи елект-

ронів НСКТ. 
Дослідимо поглинання світла в області 

міжпідзонних переходів електронів. Тоді 
зона провідності складатиметься з ряду 
мінізон. Матричний елемент електронного 
переходу з 1s-підзони в 1р-підзону в дипо-

льному наближенні  1a   

         0

0

* 0* 0 0* 0
1 ,1 , 1 , 1 1 , 1 1 , 0 1 ,ikm

s p m p m s p m s p m s
m

J k a a r r e r m r      

       
  

 




      

    (5) 

де 0, 1;m    

         0

0

1
2

0* 0
01 1 1

1 1 1

1 ikm
s s s
p p pm

a e r m r 


 
    
 

 




  
,  

0m


 – вектори трансляції. 

Проведено дослідження квадрату матрич-

ного елемента   2

1 ,1 ,s p mJ k


, який задає ймо-

вірність переходу. Для досліджуваних струк-
тур отримано його екстремальні значення: 

/InAs GaAs  (1.6·10-4, 1.3·10-4, 3·10-5), 
/HgS CdS   (1.2·10-4, 1.0·10-4, 2·10-5). За їх 

різницею 10-5 видно, що квадрат матричного 

 

 елементу, зі зміною k


 змінюється незначно. 
А це дозволяє нам обмежитись лише першим 
доданком у рівності:  
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Враховуючи проведений аналіз залеж-
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від хвильового вектора для коефіцієнта між-
підзонного поглинання лінійно поляризо-
ваного світла отримаємо: 
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Якщо вважати, що 1s-підзона заповнена, 
а 1р-підзона вільна, то формулу для кое-
фіцієнта поглинання можна спростити до 
вигляду: 
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де     – густина станів. 
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dS – елемент ізоенергетичної поверхні 
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 . Якщо поверхня S задана рівня-

нням  3 1 1 2,k k k , де  1 1 2,k k  − функція, яка 

диференційована в області  1 2,D k k , то по-

верхневий інтеграл знаходиться за форму-
лою [14]: 
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Аналіз інтегралу (8) показує, що густина 
станів ρ(E) є гладкою функцією енергії. Од-
нак, коли знаменник перетворюється в нуль, 
то інтеграл має ряд особливостей (сингуляр-
ності Ван-Хова). Таким чином можемо отри-
мати детальну інформацію про зонну 
структуру. 

Запропонований підхід до розрахунку 
електронної зонної структури надгратки 
можна застосувати для широкого класу 
НСКТ з напівпровідників, сталі ґраток та 
діелектричні проникності яких незначно 
відрізняються. Ця теорія, зокрема, може бути 
використана як для напівпровідників групи 

3 5A B , так і 2 6A B . 
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Рисунок 1. Залежність енергії основного s-типу та першого збудженого стану р-типу електрона 

системи від хвильового вектора k


 (рис. а – 3 0,k   рис. b – 1 2 0k k  ) 

 
 

АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ 
Числові розрахунки проводились для 

напівпровідникової гетеросистеми InAs/GaAs  

На рисунку показано отримані залежності 
енергій основного  та першого збудженого 
станів електрона НСКТ від хвильового век-

тора k


 при радіусі квантової точки 
0

60R A  

та відстані між ними 
0

6d A  в надгратці 
/InAs GaAs . Функції E E ( 1 2, ,k k 3 =constk ) є 

монотонно зростаючими функціями (1) за 

умови збільшення 1 2, ,k k  від центру, де при 

1 2, 0k k   отримуємо мінімум енергії, до краю 

зони Брілюена. Подібно поводить себе і пер-
ший збуджений стан р-типу (2) з квантовими 
числами 1m   , з тією різницею, що отри-
мані поверхні є «перевернутими». Орієнтова-
ні взаємоперпендикулярно, вони, однак, ма-
ють рівні ширини. В цьому і полягає особли-
вість р-мінізони: незалежно від значення m, 
зі зміною 3k  міграція поверхонь 

1 2 3( , , =0)E E k k k , 1 2 3 3( , , = )E E k k k a   відбува-

ється в однакових межах. Проведений аналіз 
показав, що ширина цієї зони, яка визнача-

ється як різниця 1 2 3( , , )E a a a   - (0,0,0)E , 

однакова для різних m=-1,0,1 при деякому 
радіусі квантової точки R. З ростом розмірів 
КТ ширина всіх енергетичних зон монотонно 
зменшуться. 

Дослідження також показали, що зі змен-
шенням періоду гратки збільшуються шири-
ни всіх енергетичних зон і відбувається їх 
зсув у низькоенергетичну область. Це пояс-
нюється зменшенням перекриття хвильових 
функцій електронів, що знаходяться у 

сусідніх КТ. Тому для дослідження вибрано 
найменшу можливу відстань між КТ, що до-
рівнює періоду гратки масивного напівпро-
відника.  

Зафіксувавши таким чином 6gd a  Å 

відстань між КТ, змінюватимемо розміри 
самих квантових точок. 

Так, густина електронних станів енерге-
тичних підзон в НСКТ /InAs GaAs  для різних 
радіусів КТ представлена на рис.2,3.  

 

 
Рисунок 2. Залежність електронної густини ста-
нів 1s-підзони  E  в НСКТ /InAs GaAs  від енергії 

для різних радіусів КТ: 1 – 48R   Å, 2 – 54R   Å, 
3 – 66R   Å.  

 
Криві 1, 2, 3 відповідають функціям 

 E   для НСКТ з радіусами квантових 

точок 
0 0 0

48 54, , 66A A AR     відповідно. З рисун-

ків видно, що із зменшенням розмірів КТ 
ширина підзон суттєво зростає з одночасним 
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зсувом у високоенергетичну область та змен-
шенням амплітуди густини станів. Зроста-
ння енергії електронів при цьому призводить 
до збільшення тунелювання їх в матрицю, а 
отже до росту інтегралу перекриття хвильо-
вих функцій. А це, в свою чергу, веде до 
посилення асиметрії  E  (криві 3,2,1 на 

рис.2). 

 
Рисунок 3. Залежність електронної густини ста-
нів 1p-підзони  E  в НСКТ /InAs GaAs  від енергії 

для різних радіусів КТ: 1 – 48R  Å, 2 – 54R   Å, 
3 – 66R   Å. 

 

 
Рисунок4. Залежність електронної густини ста-
нів  E  різних підзон в НСКТ /InAs GaAs  для 

радіусу КТ 48R  Å (1 – 1s-підзона, 2 – 1p-підзона, 

3 – (1p-1s)-підзона). 
  

Дослідження показують, що функція  E  

для різних станів має дещо інший характер 
(рис.4). Це, очевидно, пов’язано з наявністю 
особливостей у виразі (8). На відміну від 1s-
підзони,  комбінована густина станів 1p-під-
зони має чітко виражене плато між критич-
ними точками 

2M  та 
1M  .  

Піки комбінованої густини станів (т. 
1M , 

2M , 
1M  , 

2M  ) виникають у точках k-простору, 

де знаменник (8) перетворюється в нуль – 
так звані критичні точки Ван-Хова 1-го роду, 

для яких    1 1 0s pk k
grad E k grad E k  

 
. З наве-

дених рисунків видно, що незважаючи на 
особливості, (8) залишається скінченним.  

Критичні точки необхідно знати при до-
слідженні структури зон. Дійсно, поблизу 
них густина станів змінюється найбільш 
швидко, а в просторі між ними функції гус-
тин станів гладкі.  

Формули (4), (5) дають можливість обчис-
лити коефіцієнт поглинання при міжпідзон-
них переходах з 1s- в 1p-підзону електрона. 
При цьому необхідно обчислити комбіновану 
густину станів:  

 
 

    1 13

2

2
комб s pk k dk     


  

  


. 

Особливістю обчислень комбінованої гус-
тини станів є наявність критичних точок 
Ван-Хова 2-го роду 

(    1 1 0s pk k
grad k grad k   

 
), які зустрічаються 

частіше, ніж критичні точки 1-го роду. 
Коефіцієнт міжпідзонного поглинання світла 
за своєю формою повторює залежність 

 комб   (крива 3 на рис.4) 

Отже, в роботі проведено розрахунок 
електронної зонної структури надгратки 
сферичних напівпровідникових квантових 
точок в наближенні сильного зв’язку для 
різних гетероструктур /InAs GaAs  та 

HgS  / CdS  . Досліджено поглинання 

світла в області міжпідзонних переходів 
електронів та показано, що зона провідності 
складається з ряду мінізон. Обчислено коефі-
цієнт поглинання світла в таких структурах 
та показано, що він пропорційний густині 
електронних станів. З цією метою було 
проведено дослідження квадрату матричного 

елемента   2

1 ,1 ,s p mJ k


 та отримано залежності 

густини станів ( )E   . Показано, що 

зменшення розмірів КТ досліджуваних 
структур призводить до збільшення ширини 
зони та зменшення максимальних значень 
густини станів і порушення симетрії кривих 
густини, а отже і коефіцієнта поглинання.  
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