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Досліджено вплив форми квантової точки гетероструктури GaAs/AlAs 
на залежність міжзонного поглинання поляризованого світла від його 
частоти. Обчислення проводились із врахування адіабатичного набли-
ження для кубічної, еліпсоїдальної, циліндричної та тетраедричної 
форми при зміні об’єму квантової точки. Враховано взаємодію електрона 
та дірки із поляризаційними фононами. Визначено фактор Хуанга-Ріса 
для різних об’ємів та форм квантових точок. Для цих квантових точок 
досліджено залежність коефіцієнта міжзонного поглинання  від частоти. 
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ВСТУП 

У сучасній напівпровідниковій оптоелек-
троніці одним із актуальних напрямків 
досліджень є створення джерел та приймачів 
у діапазоні середнього інфрачервоного 
випромінювання. Для цього здійснюється 
дослідження міжзонних оптичних переходів 
носіїв заряду, що відбувається за рахунок 
поглинання поляризованого світла [1-3]. 

Зокрема, активно досліджуються власти-
вості гетеросистем, що складаються із кван-
тових точок (КТ) малого (до 10 нм) радіуса у 
діелектричних матрицях. Такі наногетеро-
структури є перспективними як матеріали 
для створення нових елементів нелінійної 
оптоелектроніки [4]. Найчастіше вивчаються 
частотні залежності і лінійного, і нелінійного 
коефіцієнта поглинання світла, яке виникає 
через наявність як міжзонних, так і міжпід-
зонних переходів зарядів під дією лінійно-
поляризованої монохроматичної електромаг-
нітної хвилі. При цьому необхідно врахову-
вати взаємодію електрона та дірки з оптич-
ними, акустичними фононами, домішками, 
наявність дисперсії за розмірами КТ [5-8]. 

Як об’єкт для вивчення оптичних 
властивостей, увагу дослідників часто при-
вертають квантові точки арсеніду галію – 

значення ширини забороненої зони цієї 
напівпровідникової сполуки дозволяє дослід-
жувати поглинання випромінювання серед-
нього інфрачервоного діапазону [2, 6, 9-12]. 

Слід зазначити, що значний вплив на оп-
тичні властивості КТ, зокрема на правила 
відбору для оптичних переходів, сил осциля-
торів переходів, коефіцієнт міжзонного пог-
линання світла та інтенсивність фотолюмі-
несценції, має форма КТ [13-15]. 

У КТ кубічної форми вивчено оптичну 
орієнтацію спінів екситонів у КТ GaN/AlN 
[16], досліджено також час спінової релакса-
ції під впливом магнітних полів, враховано 
електрон-фононне розсіювання. Проведено 
порівняння обчислень спінової релаксації 
електронів для квантових точок GaN, GaAs і 
InAs [17]. 

У напівпровідникових квантових точках 
GaAs, InAs та GaN досліджувалися релак-
сація спіну екситонів. Показано, що при 
розгляді екситонів можна знехтувати спін-
відщепленою зоною і зоною легких дірок; 
враховано анізотропію квантової точки [18]. 

Особливий інтерес для вивчення також 
становить ефект Кондо у сильно зв’язаних 
квантових точках InAs. Встановлено, що 
"Кондо"-провідність залежить від темпера-
тури та магнітного поля Зеемана. Під час 
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обчислень у роботі враховано сильну спін-
орбітальну взаємодію у КТ InAs [19]. 

Нерідко у сучасних теоретичних роботах 
також враховується форма КТ. Для прикла-
ду, у роботі [20] подано обчислення функцій 
Гріна для КТ кубічної форми. Отримано 
енергію, локальну щільність станів і коефіці-
єнт передачі енергії гетеросистеми. 

Для наближення теоретичних розра-
хунків до проведених експериментальних 
вимірювань для гетеросистеми GaAs/AlGaAs 
з квантовими точками враховано складний 
характер валентної зони кристалів, зокрема 
спін-відщеплену зону [21].  

Автори роботи [22] встановили, що 
анізотропія КТ значно впливає на оптичні 
переходи і енергії електронних збуджень. 
Спостережувана анізотропія призводить до 
розсіювання світла у площині поляризації 
світла. За допомогою зміни геометричної 
форми квантової точки пропонується спосіб 
маніпулювання електронними станами і 
оптичними переходами у квантових точках, 
що відбуваються під впливом високочас-
тотного інфрачервоного випромінювання. 

У роботі [23] розглянуто квантові точки 
тетраедричної форми, описано екситонні 
стани, фононні стани та електрон-фононну 
взаємодію квантової точки CdS/HgS/CdS. 
Положення піків фононних повторів у 
спектрі фотолюмінесценції пов’язується з 
інтерфейсними оптичними фононами. Наоч-
но показано, що експериментальне значення 
параметра Хуанга-Ріса може бути отримане 
лише у неадіабатичній теорії оптичних пере-
ходів із врахуванням фононів. 

Метою даної роботи є дослідження впливу 
форми КТ на оптичні параметри напівпро-
відникових наногетеросистем. Для цього 
розглянуто КТ широкозонного напівпровід-
ника типу GaAs і використано точні 
розв’язки рівняння Шредінгера для заряду 
сферичної КТ. Враховано взаємодію елек-
трона та дірки із поляризаційними коливан-
нями напівпровідникової гетеросистеми. 
Розглядається випадок квантових точок 
малих розмірів, коли можна використати 
адіабатичне наближення. Детально дослід-
жено вплив форми та розмірів на фактор 
Хуана-Ріса, міжзонне поглинання та 
інтенсивність фотолюмінесценції у КТ кубіч-
ної, еліпсоїдальної, циліндричної, тетраед-

ричної форм. Конкретні обчислення прове-
дено для КТ GaAs, що поміщена у матрицю 
AlAs. 
 
1. ВЗАЄМОДІЯ ЕЛЕКТРОННО-
ДІРКОВОЇ ПАРИ У НАНОКРИСТАЛІ 

Розглядається КТ широкозонного напів-
провідника, що знаходиться у напівпровід-
никовій або діелектричній матриці з 
більшою забороненою зоною. Для обчислень 
використаємо наближення ефективної маси. 
Вважаємо, що електрон та дірка КТ знахо-
дяться у прямокутних потенціальних ямах 
скінченної глибини. При таких припу-
щеннях енергетичний спектр заряду КТ 
сферичної форми можна знайти аналітично. 

Кристали гетероструктури, що розгляда-
ється, вважаємо такими, коли виродженою 
точкою валентної зони є центр зони Бріл-
люена. Розглядаємо гетероструктури напів-
провідників із достатньо великою спін-
орбітальною взаємодією, тому спін-відщеп-
лену зону не враховуємо. Також для обчис-
лення енергетичного спектру дірок у КТ 
використовувалось сферичне наближення.  

Розміри КТ співрозмірні із довжиною 
хвилі де Бройля, тому буде виконуватися 
квантування руху носія заряду. Розрахо-
вуючи енергію розмірного квантування для 
основного стану важких та легких дірок, 
зазначимо, що для важких дірок вона буде 
меншою приблизно у шість разів, тому при 
дослідженні міжзонних переходів врахуємо 
лише зону важких дірок. 

Щоб описати взаємодію електрон-діркової 
пари з фононами у квантовій точці, 
гамільтоніан запишемо у вигляді: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ .eh ph eh phH H H H     (1)  
Потенціальну енергію зарядів запишемо 

у вигляді: 
 , 0( ) 0, [0, ], ( ) ,e hU r r R U r U r R    , (2) 

де 0R  – радіус КТ і ,e hU  – висоти потенціаль-

них бар’єрів для відповідного типу носія 

заряду ( eU  – електрона, hU  – дірки). Хвиль-

ову функцію можемо представити у вигляді: 
 ( ) ( , )nlm nl lmR r Y   ,   (3) 

де , ,n l m  – відповідно, головне, орбітальне 

та магнітне квантові числа, ( )nlR r  – 
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радіальна функція і ( , )lmY    – сферична 

гармоніка.  
Розв'язки відповідних рівнянь запишемо 

за допомогою функцій Бесселя першого 
( 0[0, ]r R ) і другого ( 0r R ) роду. Для 

"зшивання" розв’язків використано дві 
умови – неперервність радіальної хвильової 
функції та нормальної складової вектора 
потоку густини ймовірності через сферичну 
поверхню КТ [24]. З умови "зшивання" 
можна точно визначити для електрона та 
дірки хвильові функції станів nlm  

( 1,2,3,...n   – номер розв’язку дисперсійного 

рівняння) та їх енергії при різних значеннях 
радіусу (об’єму) квантової точки сферичної 
форми.  

Для розгляду вибрано КТ кубічної, 
еліпсоїдальної, циліндричної та тетраедрич-
ної форм, які мають такий же об’єм, як і КТ 
сферичної форми. При відповідних співвід-
ношеннях між основними розмірами 
еліпсоїда та циліндра (див. нижче), як 
показують обчислення, через симетрію 
розглядуваних КТ U(r) не буде значно 
відрізнятися від ( )sU r , де ( )sU r  – потенці-

альна енергія носія заряду у КТ сферичної 
форми. Для знаходження хвильових 
функцій та енергій заряду КТ з формою, 
відмінною від сферичної, було використано 
лінійний варіаційний метод. Потенціал 

( ) ( ) ( )sW r U r U r   має симетрію 

розглядуваної квантової точки, яка є 
нижчою, ніж симетрія сферичної КТ, тому в 
розглядуваних КТ можливе часткове зняття 
виродження станів.  

Конкретні обчислення проведено для 
гетеросистеми GaAs/AlAs. Знайдено енергію 
основного і декількох перших збуджених 
станів КТ кристалу GaAs для кубічної, 
еліпсоїдальної, циліндричної та 
пірамідальної КТ як функції об'єму 
квантової точки. 

 
2. ВПЛИВ ВЗАЄМОДІЇ ЕЛЕКТРОН-
ДІРКОВОЇ ПАРИ З ФОНОНАМИ НА 
ОПТИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ 
ГЕТЕРОСТРУКТУРИ 

У взаємодії електрон-діркової пари із 
фононами у напівпровідниках основним є 
вклад LO-фононів. Вклад акустичних 

фононів через деформаційний потенціал та 
п’єзоелектричну взаємодію вважаємо 
достатньо малими. Зважаючи на це, а також 
враховуючи вибір скінченних обмежених 
потенціалів для електрона та дірки, 
зобразимо взаємодію електрон-діркової пари 
з фононами через взаємодію Фрьоліха: 

 
,

ˆ ,f
eh ph q f f q q

q f

H M B B b b 
             (4) 

де q – хвильовий вектор, f - власний стан 

електрон-діркової пари,  f fB B  і  q qb b
  – 

оператори народження (знищення) елек-

трон-діркової пари і фононів, f
qM  - функція 

зв'язку взаємодії електрон-діркової пари із 
фононами: 

1/2 1 2 2 2
0 0

0

( ) ( ) ( , ).
e h

f
q n l n l lmM V f q dr r R r R r Q q r


     

   (4')  
Стала Фрьоліха, як безрозмірна констан-

та, що виміряна у одиницях енергії фононів, 
для сферичної КТ точки може бути записана 
у вигляді: 

2 1 1 1
0 0 02 ( )f e k     

  ,  (5) 

де 0  – частота LO-фононів з енергією 

36,2меВ,   і 0  – високо- та низькочастотна 

діелектрична проникність КТ, k  – електрич-
на стала вакууму. Електрон-дірковий стан 

можна записати як 
e e e h h hn l m n l m  , де e e en l m  і 

h h hn l m  - набори відповідних квантових чисел 

для носіїв заряду (електрона та дірки). Тоді 
оптичні правила відбору визначатимуться 

матричним елементом | | 0xy e P 


, де e


 – 

одиничний вектор поляризації світла, P


 – 
вектор імпульсу, а фактор Хуанга-Ріса (ХР) 
для оптично активних рівнів обчислимо за 
формулою [12]: 

 

2
2 2 2 20

; 22
0 00

2 2

0

( ) ( )
2

( ) ( ) ( , ) ( , ).

e e e h h h e h

e h

n l m n l m n l n l

n l n l lm lm

f
g drdr r r R r R r

R r R r dqQ q r Q q r

 

 



    

      

 





  (6) 
Тут 

 2

0
( , ) 2 1 ( ) 00 | 0 0 | ,

l l
lm ll

Q q r i l j qr l l l l l m lm


   
( )lj qr  – сферична функція Бесселя І роду, а 

.... | ..  – коефіцієнти Клебша-Гордона.  

Виходячи із властивостей коефіцієнтів 
Клебша-Гордона, необхідно врахувати, що 
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відмінними від нуля можуть бути лише ті 
значення функції ( , )lmQ q r , коли квантові 

числа l  та m  дорівнюють нулю – тобто, 
розглядаємо лише найнижчі рівні як для 
електрона, так і для дірки. 
 

 
Рисунок 1. Фактор Хуанга-Різа для квантових 

точок різної форми 

Відомо, що фактор ХР пропорційний 
числу фононів, які можуть бути випромінені 
при релаксації екситонного збудження із 
врахуванням електрон-фононної взаємодії 
[25]. Обчислення показало, що фактор ХР 
зростає у низьковимірних напівпровідни-
кових структурах при зменшенні об'єму 
квантової точки (рис. 1) для будь-якої її 
форми. Цей результат можна трактувати як 
зростання "інтенсивності" випромінювання 
фононів при збільшенні енергії електрон-
діркової пари або як збільшенні взаємодії 
Фрьоліха при малих розмірах КТ.  

При однакових розмірах фактор ХР 
найменший для сферичної КТ і найбільший 
для КТ пірамідальної форми. Це можна 
зрозуміти, якщо прийняти до уваги, що для 
такого ж об’єму в КТ пірамідальної форми 
маємо найбільше обмеження руху частинок. 

Отже, для КТ з вищою симетрією ефекти-
вна електрон-фононна взаємодія буде мен-
шою, тому у тетраедричній КТ вона буде 
найбільшою. 
 
3. МІЖЗОННЕ ПОГЛИНАННЯ СВІТЛА У 
ГЕТЕРОСТРУКТУРАХ 

Міжзонне поглинання світла у напівпро-
відниковій квазінульмірній наногетеросис-
темі розглядаємо на основі дипольного 
наближення, бо довжина електромагнітної 
хвилі значно більша за розміри КТ. 

Коефіцієнт міжзонного поглинання 
світла, що зумовлений переходом заряду між 

оптично активними станами КТ, обчислюємо 
згідно з формулою [12]: 
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  (7) 
де ω – частота зовнішньої електромагнітної 
хвилі, 1

Bk T   , Bk  – стала Больцмана, e і 

0m  – заряд і маса спокою електрона, c – 

швидкість світла, 0V  – об’єм КТ, f – кванто-

вий стан носія заряду, N  - розподіл Фермі-
Дірака, nI  – модифікована функція Бесселя 

першого роду, fg  – фактор Хуанга-Ріса, 

0f fg  . 

Якщо врахувати релаксаційні процеси, 
що зумовлені взаємодією заряду з акустич-
ними фононами, домішками, то δ-функцію 
Дірака у формулі для коефіцієнта поглинан-
ня можна замінити на функцію Лоренца: 

2 2
( ) , .

(1 )
u u

u


 
    


   (8) 

де γ  – параметр теорії, який визначається із 
експерименту [26]. 

Формула (7) дає можливість визначити 
залежність коефіцієнта поглинання від час-
тоти зовнішньої електромагнітної хвилі в 
області переходів заряду між оптично актив-
ними рівнями КТ. Для кожної геометричної 
форми КТ розглядається випадок, коли на 
КТ падає лінійно-поляризоване світло 
вздовж осі 0Z, яка збігається із її віссю 
симетрії. 

 
Рисунок 2. Міжзонні коефіцієнти поглинання у 
КТ сферичної (штрихові крива) та кубічної 
(суцільна крива) форми, Т=4.2К. Тут і надалі 

штрихова крива відповідає ( )    для КТ 

сферичної форми 
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На рис. 2 подано коефіцієнт поглинання, 
отриманий з формул (6, 7) при об'єму 65 нм3 
для квантових точок сферичної та кубічної 
форми. Вважаємо, що 15meV  , 4.2T K . В 

області енергії є чотири піка поглинання: 
два з них зумовлені переходами носіїв 
заряду між оптично активними рівнями у 
КТ (безфононні смуги), а інші два виникають 
завдяки електрон-фононній взаємодії і є 
фононними повторами. 

Проаналізуємо детальніше рис. 2. Для КТ 
сферичної форми поглинання світла відбу-
вається при енергіях 2.0318 eV, 2.0680 eV, 
2.3173 eV та 2.3535 eV, абсолютне значення 
коефіцієнта поглинання дорівнює, 
відповідно, 172.1951 10 m , 5 19.16948 10 m , 

6 11.10491 10 m  і 5 11.14569 10 m . Що ж стосу-

ється КТ у формі куба, то поглинання у ній 
відбуватиметься при енергіях 2.0893 eV, 
2.1255 eV, 2.397 eV і 2.433 eV з максимумом 
коефіцієнта поглинання 171.8716 10 m , 

161.2650 10 m , 161.1328 10 m  і 151.2939 10 m . 

Видно, що для КТ кубічної форми піки 
поглинання зміщено у бік більших енергій 
відносно сферичної КТ. Абсолютне значення 
максимумів коефіцієнта поглинання для 
кубічної КТ є більшим, окрім поглинання 
світла при переході заряду між найнижчими 
(основними) станами електрона та дірки. 

 
Рисунок 3. Міжзонний коефіцієнт поглинання у 
КТ кубічної форми (суцільна крива), Т=300К 

При дослідженні коефіцієнтів погли-
нання міжзонних оптичних переходів важ-
ливим фактором є температура, при якій 
відбувається перехід. На рис. 3 зображено 
коефіцієнт поглинання світла при міжзон-
них переходах носія заряду тих же 
квантових точках форми сфери та куба при 
кімнатній температурі ( 300T K ). Порівню-
ючи вигляд графіка залежності коефіцієнта 

поглинання від частоти зовнішньої електро-
магнітної хвилі із графіком на рис. 2 
(T=2.7 K), відзначаємо появу додаткових фо-
нонних повторів зліва від без фононних 
максимумів коефіцієнта поглинання. Абсо-
лютні значення максимумів коефіцієнта 
поглинання для усіх переходів незначно 
зменшились.  

 
Рисунок 4. Міжзонний коефіцієнт поглинання у 
КТ еліпсоїдальної форми (суцільна крива), 
Т=300К 

Розглядаючи рисунки 3-6, на яких зобра-
жено спектри поглинання для сферичної КТ, 
а також для кубічної, еліпсоїдальної, цилін-
дричної та тетраедричної КТ, бачимо, що для 
будь-якої геометричної форми КТ в розгля-
дуваній області існує шість піків поглинан-
ня. Два з них зумовлені переходами носіїв 
заряду між оптично активними рівнями у 
КТ, а інші чотири – фононні повтори. 

У КТ у формі еліпсоїда обертання з 
a/b=0.5 (рис. 4) усі піки поглинання також 
зміщені у синю частину спектру відносно 
відповідних піків сферичної КТ. Порівнюючи 
значення максимумів коефіцієнта поглинан-
ня світла в області фотонних повторів, 
зазначимо, що для КТ еліпсоїдальної форми 
абсолютне значення відповідних максимумів 
поглинання є більшим, ніж у сферичній КТ. 
Максимуми безфононних смуг для обох КТ є 
однаковими. Зазначимо, що аналогічні 
результати отримано для кубічної, еліпсої-
дальної та циліндричної КТ. 

Для циліндричної КТ (рис. 5) із співвідно-
шенням / 1.25h d  , яка характеризується 
аксіальною симетрією, спостерігаємо таке ж 
зміщення піків поглинання у сторону 
більших енергій відносно сферичної КТ. 
Зазначимо, що зміщення максимумів ( )   у 

КТ будь-якої з розглядуваних форм відбува-
ється на декілька міліелектронвольт через 
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те, що потенціал W(r) є малим збуренням. 
Незважаючи на те, що зміна форми КТ 
впливає на величину ширини смуги погли-
нання незначно, значення максимумів 
коефіцієнтів поглинання світла якісно 
відрізняються для різних форм КТ. 

 
Рисунок 5. Міжзонні коефіцієнти поглинання у 
КТ циліндричної форми, Т=300К 

 

 
Рисунок 6. Міжзонний коефіцієнт поглинання у 
КТ пірамідальної форми (суцільна крива), 
Т=300К 

Симетрія форми правильного тетраедра 
найбільш відмінна від симетрії сфери. І, 
хоча піки поглинання для КТ тетраедричної 
форми (рис. 6) також більші за енергіями, 
ніж у сферичній КТ, значення максимумів 
коефіцієнта поглинання для тетраедра 
менші за відповідні максимуми ( )    

для сферичної КТ. Порівняємо величину 
відповідних максимумів коефіцієнта 
поглинання для сферичної ( 153.0150 10 m , 

172.1632 10 m , 158.8764 10 m , 143.3027 10 m , 
161.0655 10 m  і 151.0834 10 m ) та пірамідаль-

ної КТ ( 154.0248 10 m , 171.5992 10 m , 
161.3658 10 m , 4 13.215 10 m , 5 19.2255 10 m  і 
151.0876 10 m ). 

У цій роботі нами досліджено спектр між-

зонного поглинання КТ GaAs, що поміщені у 
матрицю AlAs, з врахуваннями впливу 
форми на взаємодії електрон-діркової пари із 
поляризаційними фононами. Проаналізова-
но залежність фактору Хуанга-Ріса від об'єму 
для КТ кубічної, еліпсоїдальної, циліндрич-
ної та тетраедричної форми. Обчислено 
коефіцієнти поглинання, що зумовлені 
переходами носіїв заряду між найнижчими 
трьома оптично активними рівнями у КТ під 
впливом лінійно-поляризованого світла. 

Серед досліджуваних є такі КТ, що харак-
теризуються не одним параметром, що 
однозначно визначає об’єм, а двома харак-
терними лінійними розмірами. Зокрема, КТ 
у формі сфероїда задається довжиною малої 
( a ) та великої (b ) півосей, а циліндрична 

КТ – висотою ( h ) та величиною діаметра 

( d ). Аналіз показав, що потенціал W у рів-
нянні (6) можна вважати малим збуренням 
для розглядуваної області зміни об’єму КТ 

3 315 530nm V nm  , якщо / 1.5b a  ; / 1.25h d  . 

При таких об’ємах КТ будь-якої форми 
енергетичні рівні електрона та дірки 
достатньо віддалені один від одного. Тому, 
незважаючи на можливу дисперсію КТ за 
розмірами у матриці, зазначені рівні можна 
виділити при аналізі частотної залежності 
коефіцієнта міжзонного поглинання. Обчис-
лення показують, що як величини макси-
мумів, так і енергія піків коефіцієнта між-
зонного поглинання залежать від форми КТ.  

Отриману інформацію можна викорис-
тати для того, щоб за спектрами міжзонного 
поглинання встановити форму КТ GaAs у 
матриці AlAs. 
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