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Для двошарової сферичної наногетероструктури Si/SiO2/вакуум, нехтуючи гофрованiстю
iзоенерґетичних поверхонь у k-просторi, на основi гамiльтонiана 3×3 обчислено енерґiю дис-
кретних станiв дiрки та водневоподiбної акцепторної домiшки як функцiю розмiрiв квантової
точки. Одержано точнi розв’язки всiх радiальних рiвнянь для дiрки без домiшки та двох типiв
станiв з акцепторною домiшкою. Матричне радiальне рiвняння для дiрки акцепторної домiш-
ки розв’язано наближеними методами квантової механiки. Визначено вплив поляризацiйних
зарядiв, що виникають на гетеромежах, на енерґетичний спектр дiрки. Установлено дiапазони
розмiрiв квантової точки, у межах яких гетеромежi вагомо впливають на енерґiю дiрки.

Ключовi слова: акцепторна домiшка, багатозонна модель, двошарова квантова точка.

PACS number(s): 71.55.−i, 73.21.La, 79.60.Jv

I. ВСТУП

Сучаснi експериментальнi методи дають змогу
створювати багатошаровi квантовi точки (КТ) як за-
критого, так i вiдкритого типу [1–3]. Для сферично-
симетричних багатошарових КТ гетероструктур з
урахуванням простого параболiчного закону диспер-
сiї квазiчастинок, моделi прямокутних сферично-
симетричних потенцiальних ям i бар’єрiв методом
S-матрицi одержано розв’язки вiдповiдних рiвнянь
Шрединґера [4–5]. Визначено залежностi енерґетич-
них спектрiв частинок вiд геометричних розмiрiв ша-
рiв наногетероструктури.

У бiльшостi кристалiв, що утворюють гетеросисте-
ми, структура валентної зони є складною й виродже-
ною в точцi k = 0, тодi як зону провiдностi цих крис-
талiв можна описувати простим квадратичним зако-
ном дисперсiї. Тому, щоб дослiдити власнi стани дiрки
в КТ, необхiдно врахувати складний зонний спектр.
На основi теорiї Латтiнджера [6–7] автори праць [8–
10] у межах чотири-, шести-, та восьмизонних гамi-
льтонiанiв одержали розв’язки рiвняння Шрединґера
для дiрки у простiй сферичнiй КТ. Спiввiдношення
мiж енерґетичними зонними параметрами для крем-
нiєвих КТ таке, що при обчисленнi дiркових станiв
можна використовувати тризонний гамiльтонiан. Са-
ме такий пiдхiд реалiзовано в роботi [11]. Застосову-
ючи восьмизонну модель до багатошарової сферичної
КТ, у статтi [12] визначено електроннi та дiрковi s- i
p-стани, побудовано радiальнi компоненти хвильової
функцiї залежно вiд розмiрiв КТ.

Наявнiсть дефектiв, зокрема домiшок, у КТ значно
змiнюють локалiзованi стани носiїв. У працях [13–15]
одержано розв’язки рiвняння Шрединґера для елект-
рона водневоподiбної домiшки в центрi простої сфе-

ричної КТ. Показано рiзницю мiж отриманими ре-
зультатами за наявностi домiшки та при її вiдсут-
ностi. Дискретнi стани водневоподiбної донорної до-
мiшки в центрi сферично-симетричної двошарової КТ
обчислено у [16], дослiджено генезис енерґетичних
рiвнiв при змiнi розмiрiв шарiв КТ, розглянуто гра-
ничний випадок переходу багатошарової КТ в одно-
шарову.

Незважаючи на те, що значна кiлькiсть робiт при-
свячена дослiдженню акцепторних станiв як у масив-
них кристалах [17–18], так i наногетероструктурах з
КТ, актуальним усе ще є завдання побудови послi-
довної теорiї акцепторних домiшок у багатошарових
КТ. Беручи до уваги залежнiсть електронних, дiрко-
вих, донорних та екситонних станiв вiд дiелектрич-
них властивостей матрицi гетеросистеми [19–22], важ-
ливо визначити вплив поляризацiйних зарядiв i на
акцепторну домiшку в багатошаровiй КТ. Отже, ме-
та цiєї статтi полягає в дослiдженнi дiркових та до-
мiшкових станiв закритої сферичної двошарової КТ,
визначеннi впливу геометричних розмiрiв та дiелек-
тричних властивостей шарiв КТ на одночастинковi
стани. Конкретнi обчислення проведено для сферич-
ної гетеросистеми Si/SiO2/вакуум.

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI
ТА ЇЇ РОЗВ’ЯЗАННЯ

A. Дiрковий гамiльтонiан 3×3 i хвильовi функцiї

Розглянуто двошарову КТ (рис. 1), помiщену в мат-
рицю. У центрi такої системи є негативно заряджений
йон акцепторної домiшки. Радiус внутрiшнього шару
— a, зовнiшнього — b, тому a ≤ b. Внутрiшнiй шар має
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дiелектричну проникнiсть ε1, а зовнiшнiй шар КТ —
ε2. Дiелектрична проникнiсть матрицi ε3.

Рис. 1. Модель двошарової сферичної КТ.

Уважаємо, що гетеросистема утворена кристала-
ми з великою забороненою зоною Eg i слабкою спiн-
орбiтальною взаємодiєю ∆ [23]. Тому можна знех-
тувати зоною провiдностi та вважати, що ∆ → 0.

Для спрощення запису формул для дiрки вiсь вiдлiку
енерґiї у валентнiй зонi направлено “вниз” i вибрано
систему одиниць, де m0 = 1, ~ = 1, e = 1. Урахову-
ючи зазначене вище та нехтуючи гофрованiстю iзо-
енерґетичних поверхонь (сферичне наближення), kp-
гамiльтонiан системи можна записати у виглядi [24]:

H = −
[

(A+ 2B)p2 − 3B (pJ)
2
]

+ Π (r) , (1)

де A = −γ1/2, B = −γ, µ = 2γ/γ1, γ = 1/5 (3γ3 + 2γ2),
γ1, γ2, γ3 - параметри Латтiнджера. Оператор спi-
нового моменту J вiдповiдає спiновi 1. Потенцiальна
енерґiя дiрки є сумою трьох енерґiй:

Π (r) = U (r) + Vc (r) + Vp (r) . (2)

Енерґiя U(r), що зумовлена розривом зон, вибрана у
виглядi сферично-симетричної прямокутної потенцi-
альної ями:

U (r) =







0, r ≤ a,
U0, a < r ≤ b,
∞, b < r.

(3)

На основi розв’язку рiвняння Пуассона енерґiю взаємодiї йона акцептора з дiркою Vc(r) записано такою
формулою:

Vc (r) =



























−
1

ε1r
−
ε1 − ε2
ε1ε2a

−
ε2 − ε3
ε2ε3b

, r ≤ a,

−
1

ε2r
−
ε2 − ε3
ε2ε3b

, a < r ≤ b,

−
1

ε3r
, r > b.

(4)

У потенцiальнiй енерґiї (2) враховано також те, що дiрка iндукує поляризацiйнi заряди та взаємодiє з ними.
Потенцiальну енерґiю цiєї взаємодiї Vp(r) можна записати так:

Vp (r) =











W1 (r) , r ≤ a,

W2 (r) , a < r ≤ b,

W3 (r) , r > b,

(5)

W1 (r) =
1

2aε1

(

ε1 − ε2
ε1 + ε2

){

a2

a2 − r2
+
ε1
ε2
F

(

1, α1;α1 + 1;
( r

a

)2
)}

+
1

2a

ε2
(ε1 − ε2)

∞
∑

n=0

(r

a

)2n (2n+ 1)2

(ε1n+ ε2 (n+ 1)) n

1

Zn
,

W2 (r) =
1

2aε2

(

ε1 − ε2
ε1 + ε2

){

a2

a2 − r2
+
(a

r

)2

F

(

1, α1;α1 + 1;
(a

r

)2
)}

+
1

2bε2

(

ε2 − ε3
ε2 + ε3

){

b2

b2 − r2
+
ε2
ε3
F

(

1, α2;α2 + 1;
(r

b

)2
)}

+
1

2rε2

∞
∑

n=0

{

(a

r

)2n+1 (ε1 − ε2)n

(ε1n+ ε2 (n+ 1))
−
(r

b

)2n+1 (ε2 − ε3) (n+ 1)

(ε2n+ ε3 (n+ 1))
− 2

}

1

Zn
,
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W3 (r) =
1

2bε3

(

ε2 − ε3
ε2 + ε3

)

{

b2

b2 − r20
+

(

b

r

)2

F

(

1, α2;α2 + 1;

(

b

r

)2
)}

−
1

2r

ε2
(ε2 − ε3)

∞
∑

n=0

(

b

r

)2n+1
(2n+ 1)2

(ε2n+ εv (n+ 1)) (n+ 1)

1

Zn
,

Zn = 1 +

(

b

a

)2n+1
1

n (n+ 1)

(ε1n+ ε2 (n+ 1)) (ε2n+ ε3 (n+ 1))

(ε1 − ε2) (ε2 − ε3)
, α1 =

ε2
ε1 + ε2

, α2 =
ε3

ε2 + ε3
,

F (a, b, c;x) — узагальнена гiпергеометрична функцiя [25].

Хвильову функцiю, що є власною функцiєю гамi-
льтонiана (1), можна записати як добуток радiальної
частини на власну функцiю квадрата повного момен-
ту iмпульсу F2 = (J + L)

2:

Φl
f,M (θ, ϕ) =

l
∑

m=−l

1
∑

mj=−1

Cf,M
l,m;1,mj

Yl,m (θ, ϕ)χmj
, (6)

де f(f + 1), l(l+ 1), M , m, mj у вибранiй системi оди-

ниць є власними значеннями операторiв F2, L2, Fz,
Lz , Jz вiдповiдно, Cf,M

l,m;1,mj
— коефiцiєнти Клебша–

Ґордана, χmj
— спiновi функцiї, Yl,m — сферичнi гар-

монiки, якi є власними функцiями оператора L2. Ура-
ховуючи загальнi правила додавання моментiв iмпу-
льсу, найзагальнiшу форму розв’язкiв рiвняння Шре-
динґера з гамiльтонiаном (1) можна записати для
трьох типiв станiв [11, 17]:

ψf−1,f+1
f,M (r) = Rf−1

f (r) Φf−1
f,M (θ, ϕ) +Rf+1

f (r) Φf+1
f,M (θ, ϕ) ,

(f ≥ 1; l = f − 1, f + 1), (7)

ψf
f,M (r) = Rf

f (r) Φf
f,M (θ, ϕ) , (f ≥ 1; l = f) , (8)

ψ1
0,0 (r) = R1

0 (r) Φ1
0,0 (θ, ϕ) , (f = 0; l = 1) . (9)

Якщо пiдставляти функцiї (7)–(9) у рiвняння Шрединґера з гамiльтонiаном (1), домножити злiва на вiдповiднi
спряженi спiнори Φl

f,M (θ, ϕ) i проiнтегрувати за кутовими змiнними, то для заданих станiв одержимо такi
радiальнi рiвняння:

A





C1B
+
f−2B

−

f−1 C2B
−

f B−

f+1

C2B
+
f B+

f−1 C3B
−

f+2B
+
f+1









Rf−1
f

Rf+1
f



+ Π (r)





Rf−1
f

Rf+1
f



−E





Rf−1
f

Rf+1
f



 = 0, (10)

A (1 − µ)
(

∆fR
f
f

)

+ Π (r)Rf
f −ERf

f = 0, (11)

A (1 + 2µ)
(

∆1R
1
0

)

+ Π (r)R1
0 −ER1

0 = 0. (12)

У формулах (10)–(12) уведено позначення:

∆l =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
−
l (l + 1)

r2
, B+

l =
d

dr
−
l

r
,

B−

l =
d

dr
+

(l + 1)

r
,

C1 = 1 +
f − 1

2f + 1
µ, C2 = −

3
√

f (f + 1)

2f + 1
µ,

C3 = 1 +
f + 2

2f + 1
µ.

B. Власнi стани дiрки без домiшки

Нехай акцепторна домiшка вiдсутня у КТ. Тодi у
формулi (2) необхiдно врахувати, що Vc(r) = 0. До-
данок Vp(r), що описує взаємодiю дiрки з поляриза-
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цiйними зарядами, на порядок менший вiд U(r). Тому
в нульовому наближеннi виразом (5) можна знехтува-
ти. У цьому випадку три рiвняння (10)–(12) матимуть

точнi розв’язки. У внутрiшнiй областi КТ (r ≤ a) роз-
в’язки вiдповiдних рiвнянь запишемо за допомогою
сферичних функцiй Бесселя першого роду:

(

Rf−1
f

)

1
= D11jf−1 (λ1r/a) +D21jf−1 (λ1β1r/a) ,

(

Rf+1
f

)

1
= −D11

√

f

f + 1
jf+1 (λ1r/a) +D21

√

f + 1

f
jf+1 (λ1β1r/a) ,

(13)

(

Rf
f

)

1
= Df,f,1 jf (λ1r/a) , (14)

(

R1
0

)

1
= D1,0,1 j1 (λ1β1r/a) , (15)

де λ1 =
√

−Ea2

A1(1−µ1) , β1 =
√

1−µ1

1+2µ1

.

Якщо розглядати другий шар (a < r ≤ b), то необхiдно врахувати два випадки: 0 < E < U0 i E > U0.
Коли 0 < E < U0, то розв’язки рiвнянь у розгляданiй областi можна записати за допомогою модифiкованих
сферичних функцiй Бесселя першого та другого роду:

(

Rf−1
f

)

2
= D12if−1 (λ2r/a) +D22if−1 (λ2β2r/a) +B12kf−1 (λ2r/a) +B22kf−1 (λ2β2r/a) ,

(

Rf+1
f

)

2
= D12

√

f

f + 1
if+1 (λ2r/a) −D22

√

f + 1

f
if+1 (λ2β2r/a)

+B12

√

f

f + 1
kf+1 (λ2r/a) −B22

√

f + 1

f
kf+1 (λ2β2r/a) ,

(16)

(

Rf
f

)

2
= Df,f,2 if (λ2r/a) +Bf,f,2 kf (λ2r/a) , (17)

(

R1
0

)

2
= D1,0,2 i1 (λ2β2r/a) +B1,0,2 k1 (λ2β2r/a) , (18)

де λ2 =

√

−(−E+U
0)a2

A2(1−µ2) , β2 =
√

1−µ2

1+2µ2

. Якщо E > U0, то розв’язки зручно зобразити за допомогою сферичних

функцiй Бесселя першого роду i функцiй Ноймана:

(

Rf−1
f

)

2
= D12jf−1 (λ2r/a) +D22jf−1 (λ2β2r/a) +B12nf−1 (λ2r/a) +B22nf−1 (λ2β2r/a) ,

(

Rf+1
f

)

2
= −D12

√

f

f + 1
jf+1 (λ2r/a) +D22

√

f + 1

f
jf+1 (λ2β2r/a)

−B12

√

f

f + 1
nf+1 (λ2r/a) +B22

√

f + 1

f
nf+1 (λ2β2r/a) ,

(19)

(

Rf
f

)

2
= Df,f,2 jf (λ2r/a) +Bf,f,2 nf (λ2r/a) , (20)

(

R1
0

)

2
= D1,0,2 j1 (λ2β2r/a) +B1,0,2 n1 (λ2β2r/a) , (21)

де λ2 =

√

(−E+U
0)a2

A2(1−µ2)
, β2 =

√

1−µ2

1+2µ2

.
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Оскiльки потенцiальна енерґiя дiрки (3) в матрицi
вважається нескiнченно великою, то вiдповiднi радi-
альнi множники хвильової функцiї дорiвнюють нуле-
вi в усiй цiй областi. Маючи точнi розв’язки, можна
визначити енерґiю дiрки, а вплив поляризацiйних за-
рядiв урахувати в першому порядку теорiї збурень.

C. Енерґетичний спектр дiрки акцепторної
домiшки

Нехай у центрi КТ є акцепторна домiшка. Розгля-
ньмо спочатку рiвняння (11)–(12) для станiв другого i
третього типу. Як i в попередньому пунктi, у нульово-
му наближеннi доданком Vp(r) нехтуємо, а його вплив
ураховуємо за теорiєю збурень.

Якщо r ≤ a, то рiвняння (11)–(12) можна записати
компактно за допомогою одного рiвняння:

−
1

2t1
(∆nR1) −

1

ε1r
R1 − Ẽ1R1 = 0. (22)

Для станiв другого типу t1 = 1/γ
(1)
1 (1 − µ1), ∆n =

∆f , R1 =
(

Rf
f

)

1
, а для станiв третього типу t1 =

1/γ
(1)
1 (1 + 2µ1), ∆n = ∆1, R1 =

(

R1
0

)

1
. У двох ви-

падках Ẽ1 = E + U∗ (a), U∗ (a, b) = (ε1 − ε2) /ε1ε2a +
(ε2 − ε3) /ε2ε3b. Рiвняння (22) необхiдно розв’язувати
у двох дiапазонах енерґiї: Ẽ1 < 0, Ẽ1 > 0.

Якщо Ẽ1 < 0, то зручно ввести такi позначен-
ня: ξ1 = α1r, (α1)

2
= −8t1Ẽ1, λ1 = 2t1/ (ε1α1),

R1 (ξ1) = g1 (ξ1) /ξ1, з якими рiвняння (22) зведеть-
ся до рiвняння Вiттекера:

∂2

(∂ξ1)
2 g1 +

[

−
1

4
+
λ1

ξ1
−
n (n+ 1)

(ξ1)
2

]

g1 = 0. (23)

Розв’язком (23) у розгляданiй областi є функцiя Вiт-
текера Mλ1,n+1/2 (ξ1) [25]:

g1 (ξ1) = D1e
−ξ1/2 (ξ1)

n+1

× M (n+ 1 − λ1, 2n+ 2, ξ1) , (24)

де M (a, b, x) — гiпергеометрична функцiя 1-го роду
(функцiя Куммера) [25]. Коли ж Ẽ1 > 0, то, про-
вiвши замiну змiнних ξ1 = β1r, (β1)

2 = 2t1Ẽ1,
δ1 = −t1/ (ε1β1), R1 (ξ1) = g1 (ξ1) /ξ1, рiвняння (22)
зводемо до рiвняння Кулона:

∂2

(∂ξ1)
2 g1 +

[

1 −
2δ1
ξ1

−
n(n+ 1)

(ξ1)
2

]

g1 = 0, (25)

розв’язок якого в цiй областi можна записати за допо-
могою реґулярної функцiї Кулона Fn (δ1, ξ1). Її можна
виразити через гiпергеометричну функцiю 1-го роду
[25]:

g1 (ξ1) = D1
2ne−πδ1/2 |Γ (n+ 1 + iδ1)|

Γ (2n+ 2)
e−iξ1 (ξ1)

f+1

× M (n+ 1 − iδ1, 2n+ 2, 2iξ1) , (26)

де Γ(z) — гамма-функцiя Ейлера [25].

Якщо a < r ≤ b, то рiвняння (11)–(12) так само
можна записати компактно:

−
1

2t2
(∆nR2) −

1

ε2r
R2 − Ẽ2R2 = 0, (27)

де для станiв другого типу t2 = 1/γ
(2)
1 (1 − µ2), ∆n =

∆f , R2 =
(

Rf
f

)

2
, а для станiв третього ти-

пу t2 = 1/γ
(2)
1 (1 + 2µ2), ∆n = ∆1, R2 =

(

R1
0

)

2
,

Ẽ2 = E−U0 +U∗ (b), U∗ (b) = (ε2 − ε3) /ε2ε3b. На вiд-
мiну вiд одношарових КТ, рiвняння (27) у цiй областi
потрiбно розглядати для двох дiапазонiв змiни енер-
ґiї: Ẽ2 < 0, Ẽ2 > 0.

Якщо Ẽ2 < 0, то замiною змiнних ξ2 =
α2r, (α2)

2
= −8t2Ẽ2, λ2 = 2t2/ (ε2α2), R2 (ξ2) =

g2 (ξ2) /ξ2 рiвняння (27) можна звести до рiвняння
Вiттекера, розв’язки якого можна записати за допо-
могою функцiй Вiттекера [25]:

g2 (ξ2) = D2Mλ2,n+1/2 (ξ2) +B2Wλ2,n+1/2 (ξ2) . (28)

У випадку Ẽ2 > 0 рiвняння (27) можна звес-
ти до рiвняння Кулона, зробивши замiну змiн-
них ξ2 = β2r, (β2)

2 = 2t2Ẽ2, δ2 = −t2/ (ε2β2),
R2 (ξ2) = g2 (ξ2) /ξ2. Розв’язок одержаного рiвняння
представлено за допомогою регулярної та логариф-
мiчної функцiї Кулона [25]:

g2 (ξ2) = D2Fn (δ2, ξ2) +B2Gn (δ2, ξ2) . (29)

Рiвняння (10) для акцепторної домiшки, навiть при
нехтуваннi доданком Vp(r), точних розв’язкiв не має.
Тому його розв’язок шукатимемо у виглядi розкла-
ду точної хвильової функцiї акцептора на функцiях
задачi без домiшки:







(

Rf−1
f

)

a
(

Rf+1
f

)

a






=
∑

i

ci







(

Rf−1
f

)i

(

Rf+1
f

)i






. (30)

Пiдставляючи (30) у (10) i домножуючи на спряже-

ний вектор-рядок

(

(

Rf−1
f

)i′∗ (

Rf+1
f

)i′∗
)

, одержу-

ємо однорiдну систему рiвнянь для коефiцiєнтiв ci:

∑

i

((Ei −Ea) δi′i + Vi′i) ci = 0, (31)

де Ei — i-й енерґетичний рiвень дiрки без домiшки,
що визначається розв’язками (13)–(21),

Vi′i =

∫

dr r2 (Vc (r) + Vp (r))

×

[

(

Rf−1
f

)i′∗ (

Rf−1
f

)i

+
(

Rf+1
f

)i′∗ (

Rf+1
f

)i
]

.

Прирiвнюючи визначник однорiдної системи (31) до
нуля, одержимо рiвняння для знаходження Ea —
енерґiї дiрки за наявностi акцепторної домiшки.

Для обчислення енерґетичного спектра необхiдно
застосувати граничнi умови на межах гетерострукту-
ри. Iз неперервностi хвильових функцiй на межi гете-
роструктури можна отримати рiвняння:
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





(

Rf−1
f

)

1
(

Rf+1
f

)

1







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r=a

=







(

Rf−1
f

)

2
(

Rf+1
f

)

2







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r=a

,
(

Rf
f

)

1

∣

∣

∣

r=a
=
(

Rf
f

)

2

∣

∣

∣

r=a
,
(

R1
0

)

1

∣

∣

r=a
=
(

R1
0

)

2

∣

∣

r=a
,





(

Rf−1
f

)

2(

Rf+1
f

)

2





∣

∣

∣

∣

∣

∣

r=b

=

(

0
0

)

,
(

Rf
f

)

2

∣

∣

∣

r=b
= 0,

(

R1
0

)

2

∣

∣

r=b
= 0.

(32)

Iз неперервностi нормального складника оператора вектора швидкостi Vr = r/r (∂H/∂p), що пропорцiйний
потоковi густини ймовiрностi через сферичну поверхню КТ, одержано ще три рiвняння для радiальних ком-
понентiв хвильової функцiї

(

T
(1)
11 T

(1)
12

T
(1)
21 T

(1)
22

)





(

Rf−1
f

)

1(

Rf+1
f

)

1





∣

∣

∣

∣

∣

∣

r=a

=

(

T
(2)
11 T

(2)
12

T
(2)
21 T

(2)
22

)





(

Rf−1
f

)

2(

Rf+1
f

)

2





∣

∣

∣

∣

∣

∣

r=a

,

A1 (1 − µ1)
d

dr

(

Rf
f

)

1

∣

∣

∣

∣

r=a

= A2 (1 − µ2)
d

dr

(

Rf
f

)

2

∣

∣

∣

∣

r=a

,

A1 (1 + 2µ1)
d

dr

(

R1
0

)

1

∣

∣

∣

∣

r=a

= A2 (1 + 2µ2)
d

dr

(

R1
0

)

2

∣

∣

∣

∣

r=a

.

(33)

У формулах (32)–(33) використано такi позначення:

T

n

1
2

o

11 = A

n

1
2

o





(

1 +
f − 1

2f + 1
µ

n

1
2

o
)

d

dr
+

3 (f − 1)

2 (2f + 1)

µ

n

1
2

o

r



 ,

T

n

1
2

o

12 =
3
√

f (f + 1)

2f + 1
B

n

1
2

o
(

d

dr
+
f + 2

r

)

, T

n

1
2

o

21 =
3
√

f (f + 1)

2f + 1
B

n

1
2

o
(

d

dr
−
f − 1

r

)

,

T

n

1
2

o

22 = A

n

1
2

o





(

1 +
f + 2

2f + 1
µ

n

1
2

o
)

d

dr
+

3

2

f + 2

2f + 1

µ

n

1
2

o

r



 .

За допомогою рiвнянь (32)–(33) можна визначити
енерґетичний спектр дiрки й акцепторної домiшки.
Якщо через n (n = 1, 2, . . .) позначити номер роз-
в’язку вiдповiдної системи рiвнянь, то, крiм зазна-
чених квантових чисел, енерґiя та хвильова функ-
цiя залежатимуть вiд ще одного квантового числа
n. Тому функцiї (7)–(9) можна перепозначити так:
ψf−1,f+1

f,M ≡ ψf−1,f+1
n,f,M ; ψf

f,M ≡ ψf
n,f,M ; ψ1

0,0 ≡ ψ1
n,0,0. Та-

кi позначення буде зручно використовувати для ана-
лiзу результатiв.

III. АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Числовi розрахунки дискретного енерґетично-
го спектра проведено для КТ наногетеросистеми
Si/SiO2/вакуум, параметри якої вибрано такими ж,

як у [11, 17]. Зважаючи на значну кiлькiсть робiт, де
показано, що властивостi КТ залежать вiд дiелект-
ричної проникностi матрицi, у запропонованiй стат-
тi всюди враховано вплив поляризацiйних зарядiв,
що виникають на гетеромежах, на енерґетичнi спект-
ри дiрки. Оскiльки дiелектричнi проникностi гетеро-
структури ε1 = εSi > ε2 = εSiO2

> ε3 = 1, то вплив
потенцiалу самодiї для всiх радiусiв КТ буде додат-
ним. На рис. 2 подано результати обчислення основно-
го i збуджених станiв для рiзних внутрiшнiх радiусiв
КТ при фiксованому b = 40 Å.

Якщо шар SiO2 є малим (a→ b), то енерґетичнi рiв-
нi дiрки прямують до вiдповiдних рiвнiв одношарової
кремнiєвої КТ з нескiнченним потенцiалом на межi. У
цьому випадку поляризацiйнi заряди, що виникають
на першiй (Si–SiO2) i другiй (SiO2/вакуум) гетероме-
жi, роблять незначний внесок в енерґiю внаслiдок то-
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го, що розмiри КТ великi. Зменшення внутрiшнього
радiуса КТ збiльшує просторове обмеження й пiдси-
лює дiю потенцiалу самодiї першої гетеромежi, тому
енерґiя системи зростає. Подальше зменшення внут-
рiшнього радiуса КТ (a < 9 Å) спричиняє проникан-
ня електрона в шар SiO2, вплив першої гетеромежi
зменшується i може бути дуже малим, а енерґетичнi
рiвнi стають такими ж, як в одношаровiй SiO2 КТ,
якi збiльшенi на величини U0 i вiдповiдний вплив по-
ляризацiйних зарядiв.

1    1'           2     2'             3    3'

Рис. 2. Залежнiсть енерґiї основного та збуджених ста-
нiв дiрки вiд внутрiшнього радiуса КТ, що визначена з
урахуванням (суцiльнi кривi) та без урахування (штрихо-
ванi кривi) поляризацiйних зарядiв. Пунктирною прямою
позначено висоту потенцiального бар’єра в оксидi крем-
нiю. Кривi 1, 1’ — енерґiї стану ψ0,2

1,1,M ; кривi 2, 2’ — енерґiї
стану ψ1

1,1,M ; 3, 3’ — енерґiї стану ψ1

1,0,0.

Для того, щоб провести повний аналiз дiркового
спектра у двошаровiй КТ, на рис. 3 подано графiки
залежностi енерґiї дiрки вiд зовнiшнього радiуса КТ
(шару оксиду кремнiю) при фiксованому внутрiшньо-
му радiусi a = 15 Å.

3

3'

2

2'

1

1'

Рис. 3. Залежнiсть енерґiї основного та збуджених ста-
нiв дiрки вiд зовнiшнього радiуса КТ, що визначена з ура-
хуванням (суцiльнi кривi) та без урахування (штрихованi
кривi) поляризацiйних зарядiв. Кривi 1, 1

′ — енерґiї стану
ψ

0,2

1,1,M ; кривi 2, 2
′ — енерґiї стану ψ1

1,1,M ; 3, 3
′ — енерґiї

стану ψ1

1,0,0.

Iз графiка видно, що для великих зовнiшнiх радiу-
сiв КТ енерґiя дiрки вiдповiдає енерґiї дiрки в одно-
шаровiй Si/SiO2 КТ. Зменшення зовнiшнього радiуса
посилює вплив другої гетеромежi, яка збiльшує прос-
торове обмеження, що спричиняє незначне зростан-
ня енерґiї дiрки. Таке невелике зростання зумовлено
тим, що основний вплив чинить перша гетеромежа,
розмiри якої фiксованi.

a)

1

2

3

b)

1

2

3

Рис. 4. Залежнiсть енерґiї основного та збуджених ста-
нiв акцепторної домiшки вiд внутрiшнього радiуса КТ при
фiксованому зовнiшньому: b = 40 Å (a), b = 300 Å (b).
Крива 1 — енерґiя стану ψ

0,2

1,1,M ; крива 2 — енерґiя стану
ψ1

1,1,M ; 3 — енерґiя стану ψ1

1,0,0.

Наявнiсть акцепторної домiшки приведе як до якiс-
ної, так до кiлькiсної змiни залежностi енерґiї дiрки у
двошаровiй КТ. На рис. 4 зображено графiки залеж-
ностi енерґiї акцепторної домiшки вiд внутрiшнього
радiуса КТ при рiзних фiксованих зовнiшнiх. В обох
випадках, якщо внутрiшнiй радiус КТ стає близьким
до зовнiшнього, то одержуємо енерґiю акцептора та-
кою, як в одношаровiй кремнiєвiй КТ розмiром b. Од-
нак коли зовнiшнiй радiус КТ великий b > 300 Å, а
внутрiшнiй радiус близький до зовнiшнього, то енер-
ґiя акцептора прямуватиме до вiдповiдної енерґiї в
масивному кристалi кремнiю. Зi зменшенням внут-
рiшнього радiуса КТ (b = 300 Å), внаслiдок зростан-
ня глибини ефективних потенцiальних ям U∗ (a, b),
U∗ (b), енерґiя домiшки зменшується. Якщо внутрiш-
нiй радiус КТ стає a < 45 Å, то збiльшення ефек-
тивних потенцiальних ям компенсується зростанням
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просторового обмеження та потенцiалу самодiї, що ве-
де до зростання енерґiї дiрки акцепторної домiшки.
Якiсно iншу ситуацiю спостерiгаємо, коли зовнiшнiй
радiус малий b = 40 Å. У цьому випадку зменшення
внутрiшнього радiуса КТ спричиняє лише зростання
енерґiї, бо швидкiсть бiльшення ефективних потенцi-
альних ям вже менша, нiж зростання обмеження й
потенцiалу самодiї. Отримуємо монотонне зростання
енерґiї системи.

1

2

3

Рис. 5. Енерґiя акцепторної домiшки як функцiя зов-
нiшнього радiуса КТ. Внутрiшнiй радiус КТ a = 15 Å.
Крива 1 — енерґiя стану ψ

0,2

1,1,M ; крива 2 — енерґiя стану
ψ1

1,1,M ; 3 — енерґiя стану ψ1

1,0,0.

У статтi також обчислено залежнiсть енерґiї ак-

цепторної домiшки вiд зовнiшнього радiуса КТ для
фiксованого внутрiшнього радiуса a = 15 Å (рис. 5).
Iз рисунка видно, що для великих зовнiшнiх радiусiв
КТ друга гетеромежа не чинить сильного впливу на
спектр дiрки. Енерґiя домiшки прямує до вiдповiдної
енерґiї в одношаровiй Si/SiO2 КТ.

Зменшення зовнiшнього радiуса КТ (при сталому
внутрiшньому) веде до зменшення енерґiї акцептор-
ної домiшки. Це зменшення пов’язано зi збiльшен-
ням глибини ефективної потенцiальної ями U∗(b). Як-
що b → a, то енерґiя дiрки акцепторної домiшки
наближатиметься до вiдповiдної енерґiї домiшки в
SiO2/вакуум КТ з радiусом a = 15 Å.

IV. ВИСНОВКИ

Отже, у запропонованiй працi на основi kp-
гамiльтонiана 3х3 одержано радiальнi рiвняння для
дiрки у сферичнiй двошаровiй КТ, знайдено точнi
розв’язки вiдповiдних рiвнянь, дослiджено вплив по-
ляризацiйних зарядiв двох гетеромеж на енерґетичнi
спектри дiрки. А для акцепторної домiшки знайде-
но точнi розв’язки рiвнянь для двох типiв станiв, що
описуються одним диференцiальним рiвнянням. Мат-
ричне радiальне диференцiальне рiвняння для акцеп-
торної домiшки розв’язано наближено з використан-
ням точних розв’язкiв задачi без домiшки. Одержа-
но залежностi енерґiї акцепторної домiшки вiд зов-
нiшнього та внутрiшнього радiусiв КТ.
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СПЕКТРИ ДIРОК ТА АКЦЕПТОРIВ У ДВОШАРОВIЙ СФЕРИЧНIЙ КВАНТОВIЙ ТОЧЦI

HOLE AND ACCEPTOR SPECTRA IN A TWO-LAYER SPHERICAL QUANTUM DOT

V. I. Boichuk, I. V. Bilynskyi, R. Ya. Leshko
Department of Theoretical Physics,

Ivan Franko Drohobych State Pedagogical University,

3 Stryiska St., 82100, Drohobych, e-mail: leshkoroman@mail.ru

For a two-layer spherical Si/SiO2/vacuum nanoheterostructure by neglecting the corrugation of constant-
energy surfaces in k-space on the basis of 3×3 Hamiltonian the energy of discrete hole states and hydrogenic
acceptor impurity were calculated as a function of the quantum dot sizes. Exact solutions of all radial equation
for a hole without an impurity and two equations with an impurity were derived. The matrix radial equation of a
hole of the acceptor impurity was solved by approximate methods of quantum mechanics. The dependence of the
energy spectrum on the polarization charges, which arise at the separation boundary of the media, was defined.
The range of quantum dot sizes where the heteroboundary make the substantial effect was defined.
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