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' ��
�#��
��
�� . 
� ����
��� : ��!
����� |u|p〉� � ���������

��	� {|u|xn 〉 ≡ un; n = 0, 1, 2, ...} 
�!���E�� ���
�
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�
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' ��
�#��
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� �
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 ;O R 	� 
�

(x− a)
−1 ������� !� ���������N

∀u ∈ P ′ ∀q ∈ P ∀p ∈ P |q(x)u|p(x)〉 ≡ |u|q(x)p(x)〉,

∣∣(x − a)−1u
∣∣p(x)〉 ≡ |u|(p∗a(x) 〉,

�


p∗a (x) =
p(x)− p(a)

x− a
.

&�' !$��


' ��
�#��
����N

∀b ∈ C |τbu |p (x)〉 = |u|p (x+ b) 〉
�����
����� f
���

∀b ∈ C |τbu |p (x)〉 = |u|p (x) 〉+ |xu|p∗0 (x+ b) 〉 − |(x− b) u|p∗b (x) 〉 O%R

∀b ∈ C |τbu |p (x)〉 = |u|p (x+ b) 〉 = |u|p (x) 〉+ |u|p (x+ b)− p (x) 〉; O�R

|u|p (x+ b)− p (x) 〉 =
∣∣∣∣u
∣∣∣∣xp (x+ b)− p (b)

x
− (x− b)

p (x)− p (b)

x− b

〉
= |xu|p∗0 (x+ b) 〉 − |(x− b)u|p∗b (x) 〉.

S ���
��	
� O�R � O@R �������E 	�
���


' �
���
U
��� R i o�D� !����� H���

ωn+1 (x) + ωn−1 (x) + bnωn (x) = xωn (x) ; (n = 0, 1, 2, ...) . O@R

ω−1 = 0;ω0 = 1� �
 bn ∈ C (n = 0, 1, 2, ...)� 	�$	� ����
��� ωn (x) (n = 0, 1, 2, ...) ��	���
���
�
���
��
� �
'���� ���	��
��� � ��
����
��� ��
�#��
��� R� ��!
��

��� 
� ��
��
��� ����	��� ����
��
��� ! �����
��
��� ��
��#�E
	���N

|R|ωn (x)ωk (x)〉 = δnk (n, k = 0, 1, 2, ...) . OBR

U
��� rn = {Ri+j}ni,j=0� S� 	
��
��" � ��( P%Q ��E��N

detrn = 1;L = 0, 1, 2, . . . .

H�
��#�E
	� bn ������"	��' �
�
! ���

	� ��
�#��
��� < 	��N

bn = 1
det rn

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 R1 · · · Rn−1 Rn+1

R1 R2 · · · Rn Rn+2

· · · · · · · · · · · · · · ·
Rn Rn+1 · · · R2n−1 R2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

− 1
det rn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 R1 · · · Rn−2 Rn
R1 R2 · · · Rn−1 Rn+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
Rn−1 Rn · · · R2n−3 R2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(n = 0, 1, 2, ...).

O=R

��������	 
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' ��
�#��
��� R ∈ P ′N

∀b ∈ C |τbR |p (x)〉 = |R|p (x+ b) 〉; O(R

�
������� �
�� ��E��N

∀b ∈ C |τbR |p (x)〉 = |R|p (x) 〉+ |xR|p∗0 (x+ b) 〉 − |(x− b)R|p∗b (x) 〉
�$�

∀b ∈ C |τbR |p (x)〉 = |R|p (x) 〉+ |L|p (x) 〉, O R

�


∀b ∈ C |L |p (x)〉 = |xR|p∗0 (x+ b) 〉 − |(x− b)R|p∗b (x) 〉.
�������	���"�� �
	����� ��G P%Q� !
������� �
�����

�� ��	�
������
� ���
��
� ��
�#��
��� S ≡

τbR� ��!
�#
�
 ���
'

' ������� ���'���� '�
 ��
� !�������
'"	�� � 	���� !�I'!�� ��� ��
��#�E
	���
�$�� ��!
�#
��� ���
'
��

V�
�
�� ��!
��


'N

�R Dn = ‖δkm + |L|(ωkωm) 〉‖; k,m = 0, 1, 2, ..., n− 1, O δkm − ������ H��

�
��RY
$R det Dn = ΔnY

�R γ−1
n =

√
Δ2

Δ1

n∏
k=2

√
Δk−1Δk+1

Δ2
k

; n = 1, 2, ...Y

�R

Φn (x) =
1

Δn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

��� |L|ωn 〉
Dn

��� |L|ω1ωn 〉
��� · · ·

· · · · · · · · · ��� |L|ωn−1ωn 〉
ω0 (x) ω1 (x) · · · ωn−1 (x) ωn (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (n = 1, 2, ...) .

?
��
�� %� d�K� Δn �= 0, (n = 2, 3, ...)� 	� �
�����

� ϕn (x) = γnΦn (x) ��	�
������
� ���
��
�
��
�#��
��� =� )���
��� ϕn (x) !�������
'"	� ��!
�#
�
 ���
'

'N

anϕn+1 (x) + an−1ϕn−1 (x) + b̃nϕn (x) = xϕn (x)

� ����	���� �����N

ϕ−1 = 0; ϕ0 (x) = 1.

H�
��#�E
	� #���� ��!
�#
���� ���
'

' ��!
���"	��' !� ���������N

a0 =

√
Δ2

Δ1
; an =

√
ΔnΔn+2

Δ2
n−1

; (n = 1, 2, ...),

b̃n = γ2n · Δn+1

Δn
· bn +

γ2n
Δn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

��� |L|ωn 〉
Dn

��� |L|ω1ωn 〉
��� · · ·

· · · · · · · · · ��� |L|ωn−1ωn 〉
|L|ωn+1 〉 |L|ω1ωn+1 〉 · · · |L|ωn−1ωn+1 〉 |L|ωnωn+1 〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

− γ2n
Δn+1

Δ2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 +

∣∣L∣∣ω2
0

〉 |L|ω1 〉 · · · |L|ωn−2 〉 |L|ωn 〉
|L|ω1 〉 1 +

∣∣L∣∣ω2
1

〉 · · · |L|ω1ωn−2 〉 |L|ω1ωn 〉
· · · · · · · · · · · · · · ·

|L|ωn−1 〉 |L|ωn−1ω1 〉 · · · |L|ωn−1ωn−2 〉 |L|ωn−1ωn 〉

∣∣∣∣∣∣∣∣
. OGR

f
��� �
�
����	�� K� ����
��� Φn (x) !�������
'"	� ��� �����N

�R Φn (x) − ����
��� 	��
� 7���� �	
�

' !� �	����� ��
��#�E
	�� %Y

��������	 
��
���� �	����� ���������� �� 	����������� ��� ����
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$R |S|ΦnΦm 〉 =
{

0, m �= n;
Δn+1

Δn
, m = n.

c����	�� ���
�
��� K� |S|ΦnΦm 〉 = 0 ��� 2 � 7� ?�� '�

Φm (x) =

m∑
k=0

Cmkωk (x) ,

	�

|S|ΦnΦm 〉 =
m∑
k=0

Cmk|S|Φnωk 〉.

S ���
��	� O%%R ��E��N

Φn (x)ωk (x) =
1

Δn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

��� |L|ωn 〉
Dn

��� |L|ω1ωn 〉
��� · · ·

· · · · · · · · · ��� |L|ωn−1ωn 〉
ω0 (x)ωk (x) ω1 (x)ωk (x) · · · ωn−1 (x)ωk (x) ωn (x)ωk (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; OTR

(n = 1, 2, ...)

S� �������
��

� O R� OBR ��E��N

|S|ωpωk〉 = |R|ωpωk 〉+ |L|ωpωk 〉 =
{ |L|ωpωk 〉, p �= k

1 +
∣∣L∣∣ω2

k

〉
, p = k.

O%CR

S ���
��	
� OTR � O%CR �
��� !
��	� |S|Φnωk 〉 ��� k = 0, 1, 2, ..., n− 1� &�' �������� !
���
��

|S|Φn (x)ω1 (x) 〉 =

g 1
Δn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

��� |L|ωn 〉
Dn

��� |L|ω1ωn 〉
��� · · ·

· · · · · · · · · ��� |L|ωn−1ωn 〉
|L|ω0 (x)ω1 (x) 〉 1 +

∣∣L∣∣ω2
1

〉 · · · |L|ωn−1 (x)ω1 (x) 〉 |L|ωn (x)ω1 (x) 〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0; (n = 1, 2, ...)

$� � ��!
��
��� ������ � ��	�

�� �'��� ��
������ A
������
� ������	��'� K� |S|Φnωk 〉 = 0 ���
k = 0, 1, 2, ..., n− 1� ?���� ��
��� |S|ΦnΦm 〉 = 0 ��� > �= ?�

F������ K�

∣∣S∣∣Φ2
n

〉
= |S|Φnωn 〉 =

g 1
Δn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

��� |L|ωn 〉
Dn

��� |L|ω1ωn 〉
��� · · ·

· · · · · · · · · ��� |L|ωn−1ωn 〉
|L|ω0 (x)ωn (x) 〉 |L|ω1 (x)ωn (x) 〉 · · · |L|ωn−1 (x)ωn (x) 〉 1 +

∣∣L∣∣ω2
n

〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Δn+1

Δn
; (n = 1, 2, ...)

?���� �����	�"���� ��������� OGR ��( P%Q� !
������� ��
��#�E
	� ��!
�#
���� ���
'

' ,n N
a20 = Δ2

Δ1
; a2n−1 = Δn+1Δn−1

Δ2
n

; n > 1

)���
��� ϕn (x) = γnΦn (x) ��
 $���	� = � ��	�
������
�� &��
�
��� K� ����
��� ϕn (x) !��������

'"	� �
'�
 ��!
�#
�
 ���
'

' ������� ���'��� 
� ������� U
���

��������	 
��
���� �	����� ���������� �� 	����������� ��� ����
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xϕn (x) =
n+1∑
k=0

dn,kϕk (x)

�
������� = ���	�
������
��	� ����
���� ϕn (x) !����� �������E� K�

dn,k = 0 k = 0, 1, 2, ..., n− 2

f
��� $���	�� K�

dn,n−1 = |S|xϕn (x)ϕn−1 (x) 〉 = dn−1,n;

S �
���� $���

dn,n−1 =
∣∣∣S∣∣∣ϕn (x)(√Δn−1Δn+1

Δ2
n

ϕn (x) + pn−1 (x)
)〉

=
√

Δn−1Δn+1

Δ2
n

= an−1; ? �%

O	�	 pn−1 (x) − �
'��� ����
�� ? �% �	
�

'R� b���E�� 	
�
� b̃n = dn,n n = 0, 1, 2, ... V
�������
O%%R ��E��

b̃n = dn,n =
∣∣S∣∣xϕ2

n (x)
〉
= γ2n

∣∣S∣∣xΦ2
n (x)

〉
=

= γ2n

∣∣∣∣∣S
∣∣∣∣∣xΦn (x)

(
ωn (x) +

n−1∑
k=0

Cn,kωk (x)

)〉
O%%R

�������	���� O@R� !����� ��E��

b̃n = dn,n = γ2n (|S|Φn (x)ωn+1 (x) 〉+ bn|S|Φn (x)ωn (x) 〉+ Cn,n−1|S|Φn (x)ωn (x) 〉) O%�R

)���	������ � ���
��	� OTR k = n+1� !
���
�� �����	�� Φn (x)ωn+1 (x)� � ��	�� � |S|Φn (x)ωn+1 (x) 〉�
H�
��#�E
	 @n,n−1 !
������� ! ���
��	� O%%R '� ���
$����

 �����



' �� ωn−1 (x)� )���	������ �
���
��	� O%�R !
��


' |S|Φn (x)ωn+1 (x) 〉� |S|Φn (x)ωn (x) 〉 � ��
��#�E
	� @n,n−1� �	����E�� ���
��	�
OGR��

�� U
��� R − ��D� !����� H��� O@R�O=R� >�!��'

�� �
�
 !$��


' RN T = hαR� '�
 !���E	��'
�������"

|hαR|p (x) 〉 = |R|p (αx) 〉; α ∈ C,α�= 0 O%@R

L�
���
�� K�

Tn = |T |xn 〉 = |R|(αx)n 〉 = αn|R|xn 〉 = αnRn; n = 0, 1, 2, ... O%BR

����!��� det tn �
�
! det rnN

det tn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
T0 T1 · · · T

n−1
Tn

T1 T2 · · · Tn Tn+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
Tn Tn+1 · · · T2n−1 T2n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 αR1 · · · αn−1Rn−1 αnRn

αR1 α2R2 · · · αnRn αn+1Rn+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
αnRn αn+1Rn+1 · · · α2n−1R2n−1 α2nR2n

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

&�' #���� ! \\ �	���#' ��

�
�� α � ! 	�
	���� � α2 � ���� ! ��	�

���� � αn � � �
!���	�	� ��	��
��

det tn = α
(1+n)n

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 R1 · · · Rn−1 Rn

αR1 αR2 · · · αRn αRn+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
αnRn αnRn+1 · · · αnR2n−1 αnR2n

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

?
�
� ! ������� �'��� ��

�
�� α� ! 	�
	���� � α2� ���� ! ��	�

���� � αn � �	����E�� ���
��	�N

det tn = αn(n+1) det rn O%=R

��������	 
��
���� �	����� ���������� �� 	����������� ��� ����
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S ���
��	
� O(IR ��( P%Q � O%=R �������E� K�

det tn = αn(n+1) O%(R

?
��
�� �� )�� α ∈ c, α �= 0 !$��


' RN T = hαR� '�
 !���E	��' �������" O%@R� E ��D� !�����
H���N

αωn−1

(
λ

α

)
+ αωn+1

(
λ

α

)
+ αbnωn

(
λ

α

)
= λωn−1

(
λ

α

)
;

ω−1 = 0; ω0 = 1

� )�������
��	� An !�������
'E ����� OBI R 	
��
�� � ��( P%Q � E ���

	
�" ��������
��	" �
'����
��
�#��
��� ! P ′� 	�$	� ��D� !����� H���N

cn−1ϕn−1 (λ) + cnϕn+1 (λ) + dnϕn (λ) = λϕn (λ) ; n = 1, 2, ... O% R

�������

ϕ−1 = 0; ϕ0 = 1.

H����	�"���� �
	�����" ��( P%Q� ���
�� ��������
� ���
�	�N

c20 = det t1; c2n =
det tn+1 · det tn−1

(det tn)
2 ; n > 0

�$� ! �������

'� O%(R
�2n = α2; ? g C� %� �� � � �
?���

ϕn (λ) = c−1
0 c−1

1 ...c−1
n−1

1

det tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 T1 · · · Tn
T1 T2 · · · Tn+1

· · · · · · · · · · · ·
Tn−1 Tn · · · T2n−1

1 λ · · · λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; O%GR

��$ ����!�	� Bn �
�
! Cn � ������
'E�� ��
��#�E
	� ��� λn � ���
��	� O% R� ���������� ����!�
��' 0n � O%GRN

dn =
1

det tn

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 T1 · · · Tn−1 Tn+1

T1 T2 · · · Tn Tn+2

· · · · · · · · · · · · · · ·
Tn−1 Tn · · · T2n−1 T2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

− 1

det tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 T1 · · · Tn−2 Tn
T1 T2 · · · Tn−1 Tn+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
Tn−1 Tn · · · T2n−3 T2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(n = 0, 1, 2, ...).

���������� O%(R � O%BR 	� ��������
� ��
��'�� �	
�

� α ! �	���#�� 	� �'���� �$�� �
	
���
�
	��
�	����E��N

dn = αbn; n = 0, 1, 2, ...

V ���
��	� O%GR �����	�� �����E�� �������
��


' O%(R � O%BR� ��	�� ��������
� ��
��'�� �	
�

� α
!� �	���#�� 	� �'���� �
	
���
�
	�� �	����E�� ���
��	�

ϕn (λ) = ωn

(
λ

α

)
; n = 2, 3, ....
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