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Про залежнiсть мiж ростом цiлої функцiї експоненцiального типу i характером
особливих точок її перетворення Бореля-Лапласа
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Встановлено характер особливих точок функцiї, яка є перетворенням Бореля-Лапласа цiлої функцiї, в
залежностi вiд вигляду цiєї цiлої функцiї.

Нехай f(z) =
∞∑
n=0

cn
n! z

n – цiла функцiя порядку

ρ = 1, типу σ. Рiст цiєї цiлої функцiї по рiзних на-
прямах тiсно пов’язаний з розмiщенням особливих

точок функцiї γ(t) =
∞∑
n=0

cn
tn . Цю функцiю назива-

ють асоцiйованою за Борелем з цiлою функцiєю
f(z), а вiдповiдний ряд збiгається при |t| > σ.

Нехай D̄ – найменша замкнена опукла область,
яка мiстить всi особливi точки функцiї γ(t).

Цiла функцiя f(z) виражається через асоцiйо-
вану функцiю γ(t) за формулою [1]

f(z) =
1

πi

∫
C

γ(t)eztdt, (1)

де С – замкнений контур, який мiстить всi осо-
бливi точки функцiї γ(t). Вiдповiдно асоцiйована
функцiя γ(t) виражається через цiлу функцiю f(z)
за формулою

γ(t) =

∞∫
0

f(z)e−ztdz. (2)

Причому iнтегрування проходить по променю,
який виходить з початку координат пiд кутом ϕ до
додатної частини дiйсної осi. Цей iнтеграл збiгає-
ться у пiвплощинi x cosϕ + y sinϕ = Re(ze−iϕ) >
K(ϕ) , де K(ϕ) – опорна функцiя множини D.

Цiлi функцiї експоненцiального типу та їхнi
асоцiйованi функцiї ефективно використовуються
в теорiї зображень аналiтичних функцiй рядами
експонент.

Незважаючи на це, питання про характер осо-
бливих точок асоцiйованої функцiї i їх зв’язок з ро-
стом цiлої функцiї f(z) вивчено недостатньо. Роз-
глянемо спочатку випадок, коли асоцiйована фун-
кцiя має скiнченне число особливих точок. Отже,
нехай функцiя γ(t) має 3 � p < ∞ особливих то-
чок ak (k = 1, ...p), причому точки ak є вершинами
опуклого многокутника D, або лежать всерединi
цього многокутника.

Теорема 1. Для того, щоб асоцiйована фун-
кцiя γ(t) мала своїми особливостями скiнчен-
не число полюсiв порядку m � 1 в точках
ak (k = 1, ..., p), i не мала жодних iнших осо-
бливостей, необхiдно i достатньо, щоб вiдповiд-

на їй цiла функцiя f(z) мала вигляд f(z) =

P (z)
p∑
k=1

cke
akz, де P (z) – многочлен степеняm−1.

Доведення. При m = 1 справедливiсть твер-
дження теореми є очевидною. Справдi, якщо

f(z) =
p∑
k=1

cke
akz , 3 � p < ∞, ak – вер-

шини опуклого многокутника, або лежать все-

рединi нього, то γ(t) =
∞eiϕ∫
0

p∑
k=1

cke
akze−ztdz =

p∑
k=1

ck
∞eiϕ

∫
0
e(ak−t)zdz =

p∑
k=1

ck/(t − ak), тобто фун-

кцiя γ(t) має своїми особливостями лише скiнчен-
не число простих полюсiв. Нехай, навпаки, фун-
кцiя γ(t) має лише скiнченне число простих по-
люсiв у точках ak. Розвиваючи функцiю γ(t) в
ряд Лорана в околi кожного полюса ak, мати-
мемо γ(t) =

ck−1

t−ak + Ψ
(t)
k , k = 1...p, причому

функцiї Ψ(t)
k – аналiтичнi в околах точок ak. От-

же, функцiю γ(t) можна подати у виглядi γ(t) =
p∑

k=1

c
(k)
−1

t−ak + Ψ(t), де функцiя Ψ(z) – аналiтична в

областi D1 ⊃ D̄, Ψ(z) =
p∑
k=1

ΨK(t) .

Тому f(z) = 1
2πi

∫
C

(
p∑
k=1

c
(k)
−1

t−ak + Ψ(t))eztdt =

p∑
k=1

c
(k)
−1e

akz+ 1
2πi

∫
C

Ψ(t)eztdt, де C – замкнений кон-

тур, який мiстить многокутник D̄ з вершинами
в точках ak, i контур C лежить в D1, а отже,∫
C

Ψ(t)eztdt = 0 .

Нехай тепер f(z) = (αz + β)
p∑

k=1

cke
akz, (α, β) –

сталi числа, тодi γ(t) =
∞eiϕ∫
0

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz +

β
∞eiϕ∫
0

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz.

Диференцiюючи функцiю γ1(t) =
∞eiϕ∫
0

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz, одержимо

γ
′
1(t) = −

∞eiϕ∫
0

z

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz.
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Тобто
∞eiϕ∫
0

z
p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz = −γ′1(t) =

p∑
k=1

ck
(t−ak)2 . Отже, для цiлої функцiї f(z) = (αz +

β)
p∑

k=1

cke
akz (α, β – сталi числа) асоцiйована фун-

кцiя γ(t) має вигляд γ(t) =
p∑
k=1

ck(
α

(t−ak)2 + β
t−ak ),

тобто її особливi точки – полюси другого порядку
в точках ak.

Нехай, навпаки, функцiя γ(t) має своїми осо-
бливостями лише полюси другого порядку в скiн-
ченному числi точок ak (k = 1, ...p), якi розмiщенi
у вершинах опуклого многокутника D̄, або лежать
всерединi нього. Розвиваючи функцiю γ(t) в ряд
Лорана в околах точок ak, дiстанемо

γ(t) =

p∑
k=1

(
αkc

(k)
−2

(t− ak)2
+
βkc

(k)
−1

t− ak
) +

p∑
k=1

ψk(t),

де αk, βk –сталi числа, c
(k)
−i (i = 1, 2) - коефiцiенти

лоранiвських розкладiв функцiї γ(t),
p∑
k=1

ψk(t) =

ψ(t), ψk(t) – аналiтичнi у вказаних околах точок
ak.

Тодi f(z) = 1
2πi

∫
C

(
p∑

k=1

αkc
(k)
−2

(t−ak)2 +
βkc

(k)
−1

(t−ak) +

ψk(t))e
ztdz =

p∑
k=1

(αkc
(k)
−2z + βkc

(k)
−1)e

akz, бо∫
C

ψ(t)eztdz = 0.

Аналогiчними мiркуваннями доводиться спра-
ведливiсть твердження теореми для випадку m >
2.

Нехай f(z) = Pm(z)
p∑

k=1

cke
akz, тодi

γ(t) =

∞eiγ∫
0

(a0z
m+a1z

m−1+...+am)

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz.

Маємо

am

∞eiϕ∫
0

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz = am

p∑
k=1

ck
t− ak

,

am−1

∞eiϕ∫
0

z

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz =

= am−1

p∑
k=1

(
c
(1)
k

(t− ak)2
+

c
(2)
k

t− ak
)

...............................................

a0

∞eiϕ∫
0

zm
p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz =

= a0

p∑
k=1

(
c
(1)
k

(t− ak)m+1
+ ...+

c
(m)
k

t− ak
),

тодi

γ(t) = a0

p∑
k=1

α
(1)
k

(t− a)m+1
+

+a1

p∑
k=1

α
(2)
k

(t− ak)m
+ ...+ am

p∑
k=1

α
(m)
k

t− ak
,

тобто функцiя γ(t) має полюси порядку m + 1 в
точках ak i не має iнших особливих точок.

Нехай, навпаки, функцiя γ(t) має скiнченне чи-
сло особливих точок – полюсiв порядку m + 1 в
точках ak i не має iнших особливих точок. Тодi
лоранiвськi розклади функцiї γ(t) в околах точок
ak мають вигляд

γ(t) =
c
(k)
−(m+1)

(t− ak)m+1
+

c
(k)
−m

(t− ak)m
+ ...+

c
(k)
−1

t− ak
+Ψ

(t)
k ,

k = 1, ...p,

γ(t) =

p∑
k=1

(
c
(k)
−(m+1)

(t− ak)m+1
+ ...+

c
(k)
−1

t− ak
) + Ψ(t),

де Ψ(t) =
p∑
k=1

ϕk(t) - функцiя аналiтична в областi

D1 ⊃ D.
Отже,

f(z) =
1

2πi

∫
c

(

p∑
k=1

a
(k)
−(m+1)

(t− ak)m+1
+ ...+

a
(k)
−1

t− ak
+Ψ(t))×

×eztdz = Pm(z)

p∑
k=1

cke
akz.

Теорема доведена.
Особлива точка z = α називається алгебраїчно-

логарифмiчною точкою функцiї γ(t), якщо в око-
лi точки z = α функцiю γ(t) можна подати у
виглядi суми скiнченного числа функцiй вигляду
(z − α)p ln(t − α)kϕ(t), p – комплексне число, k –
цiле невiд’ємне число, ϕ(α) �= 0.

Нехай спочатку цiла функцiя f(z) має вигляд

f(z) =

p∑
k=1

cke
akz

z (вважаємо, що
p∑

k=1

ck = 0, на-

приклад, такою є функцiя f(z) = sin z·cos z
z ), тодi

γ(t) =
∞∫
0

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz

z .

Оскiльки γ1(t) = −
∞∫
0

p∑
k=1

cke
(ak−t)zdz =

−
p∑
k=1

ck
t−ak , то γ(t) =

p∑
k=1

ck ln(t− ak), тобто асо-

цiйована функцiя у цьому випадку має скiнченне
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число логарифмiчних полюсiв у точках ak. Нав-
паки, якщо функцiя γ(t) має скiнченне число ло-
гарифмiчних полюсiв в точках ak i не має iнших
особливих точок, то iнтегруючи частинами одер-
жимо, що

f(z) =
1

2πi

∫
c

ezt
p∑
k=1

ck ln(t− ak)dt = −
p∑
k=1

cke
akz

z
.

Аналогiчними мiркуваннями переконує-

мось, що якщо f(z) =

p∑
k=1

cke
akz

zm , то γ(t) =
p∑
k=1

ck(t− ak)
m−1 ln(t− ak) i навпаки, тому має мi-

сце наступна теорема.
Теорема 2 . Для того, щоб асоцiйована

функцiя γ(t) мала скiнченне число алгебраїчно-
логарифмiчних особливостей вигляду (t −
ak)

m−1 ln(t − ak) в точках ak (ak – вершини опу-
клого многокутника D, або лежать всерединi
нього) необхiдно i достатньо, щоб вiдповiдна їй

цiла функцiя f(z) мала вигляд f(z) =
p∑
k=1

cke
akz

zm .

У монографiї [1] побудовано спецiальнi нескiн-
ченнi добутки Q(z), для яких встановлено оцiнки

A|P (z)| < |Q(z)| < B|P (z)|, (3)

де A,B – сталi числа, P (z) – експоненцiальний по-
лiном. Функцiя Q(z) є цiлою функцiєю експонен-
цiального типу i має таку ж iндикаторну дiаграму,
що й експоненцiальний полiном P (z). З теорем 1 i
2 випливає, що асоцiйована функцiя до цiлої фун-
кцiї Q(z) має своїми особливостями теж скiнченне
число простих полюсiв.

Справдi, якщо б асоцiйована функцiя γQ(t) ма-
ла своїми особливостями полюси порядку m > 1,
то функцiя Q(z) мала б такий же рiст, як фун-

кцiя Pm−1(z)
p∑
k=1

cke
akz, а якщо б функцiя γQ(z)

мала своїми особливостями лише скiнченне чи-
сло алгебраїчно-логарифмiчних особливостей, то
функцiя Q(z) мала б такий же рiст, як функцiя

f(z) =
p∑

k=1

cke
akz

zm . В обох випадках оцiнка (3) не

може мати мiсця.
Нехай

Q(z) =

∞∏
n=1

p∏
k=1

(1− z
(2n−1)πi
(ak+1−ak)

), (4)

де 3 � p <∞, ak – вершини опуклого многокутни-
ка.

Аналогiчно, як у [1] переконаємось, що iнди-
каторною дiаграмою функцiї Q(z) є опуклий p-
кутник з вершинами в точках ak. Маємо

Q(z) =

p∏
k=1

∞∏
n=1

(1− z
(2n−1)πi
(ak+1−ak)

) =

p∏
k=1

Qk(z),

де

Qk(z) =
∞∏
n=1

(1 − z
(2n−1)πi
ak+1−ak

).

Тодi

Q(z) ·Q(−z) =
p∏
k=1

∞∏
n=1

(1− z2

( (2n−1)πi
(ak+1−ak) )

2
) =

=

p∏
k=1

cos z
ak+1 − ak

2i
=

p∏
k=1

Qk(z)Qk(−z).

Оскiльки

Qk(z)Qk(−z) = cos z
ak+1 − ak

2i
=

= cos2 z
ak+1 − ak

4i
− sin2 z

ak+1 − ak
2i

=

= (cos z(
ak+1 − ak

4i
) + sin z(

ak+1 − ak
4i

))×

×(cos z(
ak+1 − ak

4i
) + sin(−z)(ak+1 − ak

4i
)),

то

Qk(z) = cos z(
ak+1 − ak

4i
) + sin z(

ak+1 − ak
4i

).

А отже

Q(z) =

p∏
k=1

(cos z(
ak+1 − ak

4i
) + (5)

+sin z(
ak+1 − ak

4i
))

4p2∑
k=1

cke
αkz,

де ck – сталi числа.
Тодi

γQ(z) =

∞∫
0

4p2∑
k=1

cke
(αk−t)zdz =

4p2∑
k=1

ck
t− αk

,

тобто справедлива.
Теорема 3. Нескiнченний добуток (4) можна

подати у виглядi експоненцiального полiнома (5),
а вiдповiдна йому асоцiйована функцiя γa(z) має
своїми особливостями лише скiнченне число про-
стих полюсiв.

Розглянемо тепер випадок, коли асоцiйована
функцiя має нескiнченне число особливих точок.

Побудуємо функцiю F (z) =
∞∑
n=1

1
2n

n∑
k=1

eze
(2k−1)πi

n .

Частинна сума ряду Fm(z) =
m∑
n=1

1
2n

n∑
k=1

eze
(2k−1)πi

n –

це експоненцiальний полiном, а iндикаторною дiа-
грамою функцiї Fm(z)є правильний многокутник,
вписаний в коло |z| = 1 з вершинами в то-
чках an,k = e

(2k−1)πi
n , k = 1, ..., n, n = 1, ...,m.
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Асоцiйована функцiя для функцiї для функцiї
Fm(z) має простi полюси в точках an,k . Оскiль-
ки lim

m→∞Fm(z) = F (z), то iндикаторною дiагра-
мою функцiї F (z) є круг |z| � 1, а асоцiйова-

на функцiя до функцiї F (z) має вигляд γF (t) =
∞∑
n=1

1
2n

n∑
k=1

1

t−e
(2k−1)πi

n

, тобто функцiя γF (t) має не-

скiнченну множину простих полюсiв в точках
e

(2k−1)πi
n , k = 1, ..., n, n = 1, 2....
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