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Одержано новi асимптотичнi формули для логарифмiчної похiдної та логарифму канонiчного добутку ну-
льового роду з додатними нулями за умови регулярного зростання лiчильної функцiї нулiв.

Нехай (λn)n∈N — послiдовнiсть додатних чи-
сел таких, що 0 < λn ↗ +∞ (n → +∞), n(t) =∑
λn�t 1 i

L(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

λn

)
(1)

— канонiчний добуток нульового роду. Надалi вва-
жаємо функцiю

logL(z) =

z∫
0

L′(ζ)
L(ζ)

dζ, L(0) = 1,

визначеною в C\ [λ1,+∞). Вiдомо [1], що якщо по-
слiдовнiсть додатних чисел (λn) задовольняє умо-
ву

n(t) = Δtρ + o(tρ), t→ +∞, (2)

де Δ ∈ [0,+∞), ρ ∈ (0, 1), то для канонiчного до-
бутку (1) рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π)

logL(reiϕ) =
πΔ

sinπρ
eiρ(ϕ−π)rρ+

o(rρ)

sin(ϕ/2)
, r → +∞.

Крiм цього, (див. [1–3]) для кожного δ > 0 рiв-
номiрно за ϕ ∈ [δ, 2π − δ] спiввiдношення

log |L(reiϕ)| = πΔrρ

sinπρ
cos ρ(ϕ−π)+o(rρ), r → +∞,

виконується тодi i тiльки тодi, коли виконується
(2). Зауважимо, що за умови (2), для канонiчного
добутку (1) справджується (див. [4])

L′(reiϕ)
L(reiϕ)

=
πΔρ

sinπρ
e−iρπei(ρ−1)ϕrρ−1 + o(rρ−1),

r → +∞,

рiвномiрно за ϕ ∈ [δ, 2π − δ], δ > 0.
У рядi праць (див., наприклад, [5–8]) вивча-

лись тоншi асимптотики цiлої функцiї (1). Так з
результатiв статтi [5] випливає, зокрема, що асим-
птотична формула

logL(reiϕ) =
πΔ

sinπρ
eiρ(ϕ−π)rρ + o(rρ1 ),

r → +∞, 0 � ϕ < 2π, (3)

де ρ1 ∈ (0, ρ), є справедливою зовнi деякої виня-
ткової C0-множини (означення див. [1–2]). У [6]

знайдено необхiднi i достатнi умови на нулi цiлої
функцiї (1), за яких для деякого ρ2 ∈ (0, ρ)

log |L(reiϕ)| = πΔrρ

sinπρ
cos ρ(ϕ− π) + o(rρ2 ),

U �� reiϕ → ∞, (4)

де U — виняткова множина в C, яка мiститься
в об’єднаннi кругiв зi скiнченною сумою радiусiв.
Крiм цього, в [7] отримано критерiй на нулi ка-
нонiчного добутку (1), за якого на деяких колах
{z : |z| = rk} рiвномiрно за ϕ ∈ [0, 2π] виконується

log |L(rkeiϕ)| = πΔrρk
sinπρ

cos ρ(ϕ−π)+O(1), rk → +∞.

Проте задача про знаходження достатних умов на
поведiнку нулiв канонiчного добутку (1), за яких
асимптотичнi спiввiдношення (3) i (4) виконую-
ться рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π), залишається вiд-
критою. Ця проблема є актуальною i для отрима-
ння рiвномiрних асимптотичних оцiнок логариф-
мiчної похiдної канонiчного добутку нульового ро-
ду.

Метою статтi є доведення таких тверджень, якi
доповнюють результати, отриманi в [5–8].

Теорема 1. Нехай Δ ∈ [0,+∞), ρ ∈ (0, 1),
ρ1 ∈ (0, ρ) i послiдовнiсть додатних чисел (λn)
задовольняє умову

q(t)
def
= n(t)−Δtρ = o(tρ1 ), t→ +∞. (5)

Тодi для канонiчного добутку (1) рiвномiрно за
ϕ ∈ (0, 2π)

logL(reiϕ) =
πΔ

sinπρ
eiρ(ϕ−π)rρ+

o(rρ1 )

sin(ϕ/2)
, r → +∞.

(6)

Теорема 2. Нехай Δ ∈ [0,+∞), ρ ∈ (0, 1),
ρ1 ∈ (0, ρ) i послiдовнiсть додатних чисел (λn)
задовольняє умову (5). Тодi для канонiчного добу-
тку (1) рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π)

L′(reiϕ)
L(reiϕ)

=
πΔρ

sinπρ
e−iρπei(ρ−1)ϕrρ−1 +

o(rρ1−1)

sin2(ϕ/2)
,

r → +∞. (7)
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Через c1, c2, c3, . . . будемо позначати деякi до-
датнi сталi.
Доведення теореми 1. Нехай z = reiϕ, ϕ ∈

(0, 2π). Маємо [1–3]

logL(reiϕ) = −z
∫ +∞

0

n(t)

t(t− z)
dt.

Оцiнимо модуль виразу

S = logL(reiϕ) + reiϕ
∫ +∞

0

Δtρdt

t(t− reiϕ)
=

= −z
∫ +∞

0

n(t)−Δtρ

t(t− z)
dt. (8)

Враховуючи (5), отримуємо (|q(t)| � c1t
ρ1 , t ∈

[0,+∞))

|S| � r

∫ +∞

0

|n(t)−Δtρ|
t|t− reiϕ| dt �

� c1r

∫ +∞

0

tρ1−1

|t− reiϕ| dt = J(r, ϕ). (9)

Покладемо t = ur. Тодi, використовуючи нерiв-
нiсть u2 − 2u cosϕ + 1 � (u2 + 1)min{1 − cosϕ, 1},
одержимо

J(r, ϕ) = c1r
ρ1

∫ +∞

0

uρ1−1

|u− eiϕ| du =

= c1r
ρ1

∫ +∞

0

uρ1−1√
u2 − 2u cosϕ+ 1

du �

� c1r
ρ1

∫ +∞

0

uρ1−1√
(u2 + 1)min{1− cosϕ, 1} du �

� c2r
ρ1

sin(ϕ/2)
. (10)

До того ж, [1, 3])

Δreiϕ
∫ +∞

0

tρdt

t(t− reiϕ)
= Δrρeiϕ

∫ +∞

0

uρ−1du

u − eiϕ
=

= − πΔrρ

sinπρ
eiρ(ϕ−π).

Звiдси i з (8)–(10) випливає (6). Теорему 1 доведе-
но.

Наслiдок 1. За умов теореми 1, маємо

log |L(reiϕ)| = πΔrρ

sinπρ
cos ρ(ϕ− π)+

+
o(rρ1 )

sin(ϕ/2)
, r → +∞,

argL(reiϕ) =
πΔrρ

sinπρ
sin ρ(ϕ− π)+

+
o(rρ1 )

sin(ϕ/2)
, r → +∞,

рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π).
Доведення теореми 2. Нехай z = reiϕ, ϕ ∈

(0, 2π). Маємо ([4, с. 64])

L′(reiϕ)
L(reiϕ)

= −
∫ +∞

0

n(t)dt

(z − t)2
.

Оцiнимо модуль виразу

P =
L′(reiϕ)
L(reiϕ)

+

∫ +∞

0

Δtρdt

(reiϕ − t)2
=

= −
∫ +∞

0

n(t)−Δtρ

(z − t)2
dt. (11)

За умови (5), подiбно як при доведеннi теореми 1,
одержимо (|q(t)| � c1t

ρ1 , t ∈ [0,+∞))

|P | �
∫ +∞

0

|n(t)−Δtρ|
|reiϕ − t|2 dt � c1

∫ +∞

0

tρ1dt

|reiϕ − t|2 =

= c1r
ρ1−1

∫ +∞

0

uρ1du

|eiϕ − u|2 =

= c1r
ρ1−1

∫ +∞

0

uρ1

u2 − 2u cosϕ+ 1
du � c3r

ρ1−1

sin2(ϕ/2)
.

(12)
До того ж, ([4, с. 64])∫ +∞

0

Δtρdt

(reiϕ − t)2
= Δrρ−1

∫ +∞

0

uρdu

(eiϕ − u)2
=

= − πΔρ

sinπρ
e−iρπei(ρ−1)ϕrρ−1.

Звiдси i з (11), (12) отримуємо (7). Теорему 2 до-
ведено.

Наслiдок 2. За умов теореми 2, маємо

Re
L′(reiϕ)
L(reiϕ)

=
πΔρ

sinπρ
rρ−1 cos((ρ− 1)ϕ− ρπ)+

+
o(rρ1−1)

sin2(ϕ/2)
, r → +∞,

Im
L′(reiϕ)
L(reiϕ)

=
πΔρ

sinπρ
rρ−1 sin((ρ− 1)ϕ− ρπ)+

+
o(rρ1−1)

sin2(ϕ/2)
, r → +∞,

рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π).
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