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Нехай H2
σ (C+) – простiр аналiтичних у пiвплощинi C+ := {z : Rez > 0} функцiй, для яких ‖f‖ :=

sup
|ϕ|<π/2

{
+∞∫
0

∣∣f (
reiϕ

)∣∣2 e−2σr|sinϕ|dr
}1/2

< +∞. Встановлено еквiвалентнiсть Гiпотези Рiмана циклiчностi фун-
кцiї (z − 1/2)/ (z + 1/2)2 · ζ (z + 1/2) у просторi H2

σ (C+).

У 1876 Б. Рiман поставив 5 задач про властиво-
стi ζ-функцiї. Чотири з них невдовзi були розв’яза-
нi, але задача про розмiщення нетривiальних нулiв
ζ-функцiї, вiдома як Гiпотеза Рiмана, є вiдкритою
досi i вважається, пiсля доведення теореми Ферма,
однiєю з найцiкавiших вiдкритих проблем сучасної
математики.

Нагадаємо, що ζ-функцiя (Рiмана) визначає-
ться рiвнiстю

ζ(s) =
∑
n∈N

1

ns

або

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

, Res > 0,

де добуток береться за всiма простими числами p.
На останньому спiввiдношеннi базуються зв’язки
функцiї Рiмана з теорiєю простих чисел. Б. Рi-
ман показав також, що функцiя ζ має меромор-
фне продовження в C з єдиним простим полюсом
в s = 1. Власне, Гiпотеза Рiмана полягає у тому,
що всi нетривiальнi (недiйснi) нулi функцiї розмi-
щенi на прямiй Res = 1/2.

Вiдомо багато тверджень, що є еквiвалентними
до цiєї Гiпотези. Зокрема, шведський математик
Б. Нiман у 1950 р. [1] cформулював один з еквi-
валентiв як теорему про повноту у деяких класах
функцiй.

Нехай ρα (u) =
{
α
u

} − α
{

1
u

}
, 0 < α < 1, i

u ∈ (0; 1) {·} – дробова частина дiйсного числа,N –
замикання лiнiйної оболонки у просторi L2(0, 1)
системи функцiй {ρα : α ∈ (0; 1)}.

Теорема Нiмана. Стала на (0; 1) функцiя
f = 1 належить до N тодi i тiльки тодi, коли
справедливою є Гiпотеза Рiмана.

Нагадаємо, що простором Гардi Hp(C+) на-
зивають клас аналiтичних у пiвплощинi C+ :=
{z : Rez > 0} функцiй f , для яких

‖f‖ := sup
x>0

⎧⎨⎩
+∞∫

−∞
|f (x+ iy)|pdy

⎫⎬⎭
1/p

< +∞.

Функцiї з просторiв Hp (C+) мають [2] майже
скрiзь (м. с.) на ∂C+ кутовi граничнi значення f i

f(iy) ∈ Lp(R). Функцiю G називають зовнiшньою
для Hp(C+), коли вона подається у виглядi

G (z) = eiα exp

⎧⎨⎩ 1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(t+ iz) (1 + t2)
ln |G (it)| dt

⎫⎬⎭ ,
α ∈ R, G ∈ Lp (∂C+) .

У 2000 р. Ж.-Ф. Бурноль показав [3], що Гiпотеза
Рiмана справедлива тодi i тiльки тодi, коли фун-
кцiя (z− 1/2)/ (z + 1/2)

2 · ζ (z + 1/2) є зовнiшньою
в H2(C+). Наступне твердження дає повний опис
зовнiшнiх у H2(C+) функцiй (див.[4]). Назвемо
функцiю G ∈ H2(C+) циклiчною в H2 (C+) , якщо
система

{G(z)eτz : τ � 0} (1)

є повною у просторi H2(C+).
Теорема Берлiнга-Лакса. Нехай G ∈

H2(C+). Тодi наступнi умови є еквiвалентними:
1) функцiя G є циклiчною в H2(C+) ;
2) рiвняння

0∫
−∞

f(u+ τ)g(u)dw = 0, τ � 0, g ∈ L2(−∞; 0),

де

G(z) =
1

i
√
2π

0∫
−∞

g(u)euzdu,

має лише нульовий розв’язок у просторi
L2(−∞; 0);
3) система

{g(u− τ) : τ � 0} ,
де

g(u) = 0, u > 0,

є повною в просторi L2(−∞; 0);
4) функцiя G не має нулiв в C+,

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= 0

i сингулярна гранична функцiя функцiї G є ста-
лою;
5) функцiя G є зовнiшньою для H2(C+);
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Означення сингулярної граничної функцiї для
простору наведемо пiзнiше у дещо загальнiшому
виглядi.

На основi останньої теореми можна одержати
твердження, формулювання якого в лiтературi у
наведеному виглядi нам знайти не вдалося.

Теорема 1. Наступнi умови еквiвалентнi:
1) справедлива Гiпотеза Рiмана;
2) функцiя z−1/2

(z+1/2)2 ζ(z + 1/2) – є зовнiшньою
для H2(C+);

3) рiвняння

0∫
−∞

f (u+ τ )
(
g+ζ (u)− g−ζ (u)

)
du = 0, τ � 0

(2)
де g+ζ – кутовi граничнi значення на дiйснiй
осi функцiї gζ з пiвплощини {w : Imw > 0},
g−ζ - кутовi граничнi значення на дiйснiй осi
функцiї gζ з пiвплощини {w : Imw < 0},

gζ(w) =
1

2π

+∞∫
0

x− 1/2

(x+ 1/2)
2 ζ(x+ 1/2)e−xwdx

має лише нульовий розв’язок в просторi
L2(−∞; 0);

4) рiвняння (2) не має розв’язкiв виду f(w) =
ezw, 0 < Rez < 1/2;

5) функцiя x−1/2

(x+1/2)2
ζ(x + 1/2) є циклiчною в

H2(C+);
6) система функцiй {gζ(w− τ : τ � 0)} є повною
у просторi E2

∗ [D0];

В останнiй умовi через E2∗ [Dσ] , σ � 0, позна-
чено простiр аналiтичних у зовнiшностi пiвсмуги
D∗
σ = {z : |Imz| > σ ∨ Rez > 0} функцiй, для яких

||f || = sup

⎧⎨⎩
∫
γ

|f(z)|p|dz|
⎫⎬⎭

1/p

< +∞,

де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що
мiстяться в D∗

σ i є паралельними однiй iз сторiн
∂D∗

σ.
Еквiвалентнiсть умов 1) та 2) встановив

Ж.-Ф. Бурноль, еквiвалентнiсть умов 3), 5), 6) та
умови 2) випливає з теореми Берлiнга-Лакса, а
еквiвалентнiсть 3) i 4) – з такої леми.

Лема 1. Функцiя f (u) = eλu, λ ∈ C+ тодi i
тiльки тодi є розв’язком рiвняння (2), коли λ є ну-
лем функцiї

G (z) =
1√
2πi

∫
∂D0

g (w) ezwdw =

=
1√
2πi

0∫
−∞

(g+ (u)− g− (u))ezudu. (3)

Функцiя f(u) = um−1eλu, m ∈ N, λ ∈ C+, є
розв’язком рiвняння (2) тодi i тiльки тодi, коли
в т.λ функцiя (3) має нуль порядку k � m.
Доведення. Нехай λ ∈ C+ i функцiя f(u) = eλu

є розв’язком рiвняння (2), тодi

0∫
−∞

eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0,

тобто

eλτ
0∫

−∞
eλu
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0,

з чого маємо G(λ) = 0. Отже, λ є нулем функцiї
(3).

Навпаки, нехай G (λ) = 0, λ ∈ C+, тодi

0∫
−∞

eλu
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0.

Помноживши останню рiвнiсть на eλτ , маємо

0∫
−∞

eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0.

Отже, функцiя f(u) = eλu є розв’язком рiвняння
(2).

Нехай функцiя (3) в т. λ має нуль порядку
k � m, тодi

α

0∫
−∞

us
(
g+ (u)− g− (u)

)
ezudu = 0,

α ∈ C+, 0 � s � m− 1, s ∈ N ∪ {0} .

β

0∫
−∞

τν
(
g+ (u)− g− (u)

)
eλνdu = 0,

β ∈ C+, 0 � ν � +∞, ν � 0,

тому, враховуючи формулу бiнома Ньютона,
отримаємо:

0∫
−∞

(u+τ)m−1eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0, τ � 0.

Навпаки, якщо функцiя u2eλu (обмежимось ви-
падком m = 3, бо iншi розглядаються подiбно) є
розв’язком рiвняння (2), то

0∫
−∞

(u+ τ)2eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0.

Тому G′′(λ) + 2τG′(λ) + τ2G(λ) = 0. Оскiльки
τ � 0 довiльне, то звiдси послiдовно отримуємо
G′′(λ) = 0, G′(λ) = 0 i G(λ) = 0.
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Лему доведено.
Б. Винницький розглянув [5] простiр Hp

σ (C+)
аналiтичних у пiвплощинi C+ функцiй f , для яких

||G|| := sup
−π

2<ϕ<
π
2

⎧⎨⎩
+∞∫
0

|f(reiϕ)|2e−2rσ| sinϕ|dr

⎫⎬⎭
1/2

,

||G|| < +∞.

Функцiї з просторiв Hp
σ (C+) мають м. с. на

∂C+ кутовi граничнi значення f i f(iy)e−σ|y| ∈
Lp(R). А. Сєдлєцкий показав [6], що для випад-
ку σ = 0 простiр Hp

σ (C+) збiгається з простором
Гардi Hp (C+). Сингулярна гранична функцiя h
функцiї G ∈ Hp

σ (C+) iснує [11], [12] i визначається
з точнiстю до адитивної сталої i значень у точках
неперервностi рiвнiстю

h(t2)−h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |G(x+iy)|dy−
t2∫
t1

ln |G(iy)|dy.

Назвемо функцiю G ∈ Hp
σ (C+) циклiчною у про-

сторi Hp
σ (C+), якщо система (1) є повною в цьому

просторi. В [7], [8] встановлено таке твердження.
Теорема А. Нехай G ∈ H2

σ (C+) , σ > 0, G �= 0.
Тодi наступнi умови еквiвалентнi:
1) функцiя G є циклiчною для H2

σ;
2) функцiя G не має нулiв в C+ , її сингу-

лярна гранична функцiя є сталою i виконується
умова

lim
r→+∞

⎛⎜⎝ 1

2π

∫
1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt− σ

π
ln r

⎞⎟⎠
= −∞.

Лема 2. ЯкщоG ∈ H2 (C+) є циклiчною в
H2(C+) , то вона є циклiчною в H2

σ (C+) для ко-
жного σ > 0.
Доведення. Якщо G – циклiчна в H2(C+) , то

за теоремою Берлiнга-Лакса вона є зовнiшньою в
H2(C+) , тобто не має нулiв в C+, ї ї сингулярна
гранична функцiя є сталою та

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= 0.

Очевидно, G ∈ H2
σ (C+) для кожного σ > 0. Тому

для доведення леми за теоремою А досить показа-
ти, що

lim
r→+∞

⎛⎜⎝ 1

2π

∫
1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt− σ

π
ln r

⎞⎟⎠
= −∞.

для кожного σ > 0. Це випливає з нерiвностi

lim
r→∞

∫
1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt < +∞.

Справдi, ∫
1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt �

�
∫

1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G (it)|dt �

�
∫

1<|t|�r

1

t2
ln+ |G (it)|dt < +∞,

де ln+ t =

{
ln t, t > 1

0, t � 1.
. Оскiльки 1

t2 � 2
t2+1 , t � 1,

то досить показати, що∫
1<|t|�r

ln+ |G(it)|
1 + t2

dt < +∞,

А оскiльки G ∈ H2(C+), то [2] маємо

+∞∫
−∞

ln+ |G(it)|
1 + t2

dt < +∞,

Лему доведено.
Лема 3. Якщо G ∈ H2(C+) є циклiчною в

H2
σ (C+) для деякого σ > 0 i lim

x→+∞
ln |G(x)|

x = 0,

то G є циклiчною в G ∈ H2(C+).
Справдi, оскiльки G є циклiчною в H2

σ (C+), то
за теоремою А вона не має нулiв в C+ i ї ї сингуляр-
на гранична функцiя є сталою. Тому, враховуючи
умови цiєї леми i теорему Берлiнга-Лакса, маємо
потрiбне.

Наслiдок. Якщо G ∈ H2(C+) i
lim

x→+∞
ln |G(x)|

x = 0, то G є циклiчною одночасно

в H2(C+) та H2
σ (C+) для кожного σ > 0.

Ми можемо довести наступне твердження.
Теорема 2. Наступнi умови еквiвалентнi:
1) справедлива Гiпотеза Рiмана;
6) функцiя z− 1

2

(z+ 1
2 )

2 ζ
(
z + 1

2

)
є циклiчною в

H2
σ (C+) хоча б для одного σ > 0;
7) рiвняння∫

∂Dσ

f (w + τ )gζ (w) dw = 0, τ � 0,

де функцiя gζ визначається в умовi 3), має лише
нульовий розв’язок f ∈ E2[Dσ] хоча б для одного
σ > 0;
8) рiвняння (1) не має розв’язкiв виду f(w) =

ezw, 0 < Re < 1/2;
9) система {gζ(w − τ : τ � 0)} є повною у

просторi E2∗ [Dσ].
Доведення. За теоремою 1 умова 1) еквiвален-

тна умовi 5) теореми 1. А за теоремою Берлiнга-
Лакса маємо, що функцiя z− 1

2

(z+ 1
2 )

2 ζ
(
z + 1

2

)
не має
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нулiв в C+, ї ї сингулярна гранична функцiя є ста-
лою i

lim
x→+∞

ln
∣∣∣ x−1/2

(x+1/2)2
ζ (x+ 1/2)

∣∣∣
x

= 0.

Тодi з наслiдку випливає еквiвалентнiсть умов 1)
i 6) теореми 2. Еквiвалентнiсть умови 6) теореми
2 умовам 7), 8) i 9) встановлена в [9].

Приклад. Iснують функцiї f ∈ E2[Dσ] та
g ∈ E2

∗ [Dσ] , що виконується рiвнiсть∫
∂Dσ

f (w + τ)g (w) dw = 0, τ � 0,

але f (w + τ ) /∈ E2[Dσ], f (w + τ ) /∈ E2
∗ [Dσ].

Справдi, розглянемо функцiю

G(z) =
1− cosσz

z
∈ H2

σ (C+) ,

тодi

g(w) =
1√
2π

+∞∫
0

1− cosσx

x
e−wxdx =

=
1

2
√
2π

ln

(
1 +

σ2

w2

)
,Re σ > 0,

(див. [10]). Очевидно, що z1 = (2π)/σ – нуль фун-
кцiї G. Особливими точками функцiї g є w1,2± iσ i
w3 = 0. Функцiя f(w) = e

2π
σ ∈ E2[Dσ] є розв’язком

рiвняння згортки (див. [9]). Але якщо w = u, u > 0,
то

f (u) g (u) = e
2π
σ u

1

2
√
2π

ln

(
1 +

σ2

u2

)
∼

∼ e
2π
σ u

1

2
√
2π

σ2

u2
= c

ec1u

u2
→ ∞,

при u → ∞. Тому f (u) g (u) /∈ L1 (0;+∞), а отже,
f(w)g(w) /∈ E1

∗ [Dσ] для жодного σ > 0. Функцiя
g також не є цiлою, тому не може виконуватися
умова f (w) g (w) ∈ E1 [Dσ].

Цей приклад показує труднощi, якi виникають
при спробi довести Гiпотезу Рiмана за допомогою
умови 7) теореми 2.
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