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Отримано новi необхiднi умови повноти систем експонент
{
exp

(
−α |t|p(|t|) − itλn

)
: n ∈ N

}
в просторi

L2(−∞; +∞).

Питання про повноту {exp (−α |t|p − itλn)}∞n=1

системи в просторi L2(−∞; +∞) розглядали
Б. Факсен [1], Р. Залiк [2, 3], А.М. Сєдлєцкий [4].

Нехай (λn) – послiдовнiсть рiзних додатних чи-
сел, таких що lim

n→∞ λn = +∞, p(t) – уточнений по-
рядок, тобто така диференцiйовна на [0; +∞) фун-
кцiя, для якої lim

t→+∞ p(t) = p, lim
t→+∞ tp′(t) ln t = 0.

Далi вважаємо, що p > 1. Тодi функцiя η(t) =
tp(t)−1 є зростаючою при t � t0. Нехай q(t) =
1 + (ln η−1(t))/ ln t, де η−1(t) – функцiя, обернена
до η(t). Тодi q(t) – уточнений порядок, lim

t→+∞ q(t) =

q, lim
t→+∞ tq′(t) ln t = 0 i 1/p+1/q = 1. Крiм цього,

η−1(t) = tq(t)−1. Через K1,K2(ε) i т.д. позначаємо
додатнi сталi.

Нашою метою є доведення такого твердження.
Теорема 1. Якщо α > 0, p > 1, 1/p+1/q = 1 i

Δ0 := lim
n→∞

n

λ
q(λn)
n

<
(pα)1−q

πq

(
sin

π

2q

)q
, (1)

то система{
exp
(
−α |t|p(|t|) − itλn

)
: n ∈ N

}
(2)

не є повною в просторi L2(−∞; +∞).
У випадку p(t) ≡ p дана теорема доведена

А.М. Сєдлєцким [4]. Наше доведення подiбне до
доведення наведеного в [4], але ми не можемо вико-
ристати, як в [4] результат К.I. Бабенка [5], оскiль-
ки вiн встановлений для p(t) ≡ p. Крiм того, нам
також знадобляться наступнi двi леми, отриманi в
[4].

Лема 1. Нехай q > 1 – цiле число, 1/p+1/q =
1, h(θ) = − cos qθ, коли q – парне число, якщо ж
q – непарне число, то нехай h(θ) – π- перiодична
функцiя, визначена умовами

h(θ) =

{ − cos qθ, 0 � θ < 3π/2q,
|cos qθ| , 3π/2q � θ � π/2,

h(π/2 + θ) = h(π/2 − θ), 0 � θ � π/2. Тодi
функцiя h(θ) є тригонометрично q - опуклою i
|sin qθ| + h(θ)tg(π/2p) � (sin(π/2q))−q |sin θ|q, 0 �
θ < 2π, а також для будь-якого γ0 > 0 iснує ε > 0
таке, що коли 0 � θ < 2π, то

|sin qθ|+ h(θ)tg(π/2p) + ε �

� (1 + γ0)(sin(π/2q))
−q |sin θ|q , θ ∈ (0; 2π).

Лема 2. Нехай q > 1 – не цiле число, m0 –
натуральне число, пiдiбране так, щоб

2 < 1/q + q/m0 < 4, (3)

H∗(θ) – π/m0- перiодична функцiя, визначена на
промiжку [0;π/m0] рiвнiстю H∗(θ) = cos(qθ −
πq/2m0)/ sin(πq/2m0), h(θ) – π/m0-перiодична
функцiя, визначена на промiжку [0;π/2m0] умо-
вами

h(θ) = −
(
sin

(
π

2

(
1

q
+

q

m0

))
/

(
sin

π

2q
sin

πq

2m0

))
×

× cos qθ, 0 � θ � π

2m0
,

h

(
π

2m0
+ θ

)
= h

(
π

2m0
− θ

)
, 0 � θ � π

2m0
.

Тодi h(θ) є тригонометрично q-опуклою функцi-
єю,

H∗(θ) + h(θ) � (sin (π/2q))−q |sin θ|q , 0 � θ < 2π,

i для будь-якого γ0 > 0 iснує ε > 0 таке, що

H∗(θ) + h(θ) + ε � (1 + γ0) (sin (π/2q))
−q |sin θ|q ,

0 � θ < 2π.

У [4] показано, що число m0, яке задовольняє
умову (3), iснує.
Доведення теореми 1. Потрiбно показати, що

iснує функцiя υ �= 0, υ ∈ L2(−∞; +∞), для якої
виконується

+∞∫
−∞

υ(t) exp(−α |t|p(|t|) − itλn)dt = 0, n ∈ N.

Нехай
lim

t→+∞
n(t)

tq(t)
= Δq.

Спочатку розглянемо випадок, коли q – цiле.
Нехай F (z) = G(z)f(z), де функцiя G(z) має нулi
в точках λn i iндикатор hG(θ) = πΔq |sin(qθ)|. Така
функцiя iснує [6] i має вигляд

G(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2q

λ2qn

)
,
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i для неї справедлива оцiнка

|G(z)| � K1(ε)

1 + |z|2 exp
{
(πΔq |sin(qθ)|+ ε/2) |z|q(|z|)

}
.

(4)
Нехай h(θ) – функцiя з леми 1. Вона є 2π-

перiодичною i тригонометрично q-опуклою. Те
ж саме можна сказати про функцiю h0(θ) =
πΔqtg (π/(2p))h(θ), оскiльки множник при h(θ) є
додатним. Отже, [7, 8], iснує цiла функцiя f(z) з
iндикатором h0(θ) при уточненому порядку q(t).
Для будь-якого ε > 0 одержуємо

|f(z)| � K2(ε)× (5)

× exp

{(
πΔqtg

(
π

2p

)
h(θ) + ε/2

)
|z|q(|z|)

}
.

З (4) i (5) при 0 � |θ| � π для функцiї F (z) =
G(z)f(z) отримуємо оцiнку

|F (z)| � K3 (ε)

1 + |z|2 exp {(πΔq |sin (qθ)| +

πΔqtg (π/ (2p))h (θ) + ε) |z|q(|z|)
}
.

Враховуючи лему 1, для будь-якого ε > 0 i всiх
z ∈ C маємо

|F (z)| � K3(ε)

1 + |z|2 × (6)

× exp
{(
πΔq (sin (π/2q))

−q |sin θ|q + ε
)
|z|q(|z|)

}
.

Покажемо, що для будь-якого ε > 0 i всiх z ∈ C

виконується

|F (z)| � K3(ε)

1 + |z|2 × (7)

× exp
{
(Δq + ε)π (sin (π/2q))−q |y|q(|y|)

}
.

Згiдно з лемою 1 функцiя h(θ) є неперервною i
вiд’ємною при 0 � |θ| � 3π/(2q). Тому за деякого
γ∗0 > 0 для всiх θ, 0 � |θ| � 3π/(4q), виконується

|f(z)| � exp
{
−γ∗0 |z|q(|z|)

}
. (8)

Вiзьмемо ε1 > 0 настiльки малим, щоб γ1 = γ∗0 −
ε1 > 0. Тодi, для такого ε1 > 0 можна пiдiбра-
ти δ, 0 < δ < 3π/(4q) настiльки малим, що при
z = r exp(iθ) i |θ| � δ

|G(z)| � K(ε1)

1 + |z|2 exp
{
ε1 |z|q(|z|)

}
,

ε1 > 0, z = r exp(iθ), |θ| � δ.

Тодi

|F (z)| � K(ε1)

1 + |z|2 exp
{
(ε1 − γ∗0 ) |z|q(|z|)

}
�

� K(ε1)

1 + |z|2 exp
{
−γ1 |y|q(|y|)

}
.

А це означає, що оцiнка (6) є справедливою, якщо
|θ| � δ. Аналогiчно показується справедливiсть цi-
єї оцiнки в кутах π − δ < |θ| � π. При δ < |θ| �
π − δ справедливiсть (6) випливає з (5), оскiльки
tq(t) = tql(t), де l(t) - повiльно зростаюча функцiя,
i, отже,

|z|q(|z|) =
∣∣∣ y

sin θ

∣∣∣q l (∣∣∣ y
sin θ

∣∣∣) �
� (1 + o(1))

|y|q(|y|)
|sin θ|q , |z| → ∞.

Тому (6) справедлива для всiх z ∈ C. Нехай

υ0(t) =
1√
2π

iy+∞∫
iy−∞

F (z) exp(itz)dz.

Iз (6) випливає, що цей iнтеграл вiд y ∈ R не зале-
жить. Тому

υ0(t)e
ty =

1√
2π

+∞∫
−∞

F (x+ iy) exp(itx)dx, (9)

тобто функцiю υ0(t)e
ty при фiксованому y ∈ R мо-

жна розглядати як перетворення Фур’є функцiї
F (x+ iy). Отже,

F (z) =
1√
2π

+∞∫
−∞

υ0(t) exp(ty − itx)dt = (10)

=

+∞∫
−∞

υ0(t) exp(−itz)dt.

Очевидно, що υ0 ∈ L2(−∞; +∞). Перекона-
ємось, що i υ ∈ L2(−∞; +∞), де υ(t) =

υ0(t) exp
(
α |t|p(|t|)

)
. З (7) i (9) для всiх t ∈ R i

y ∈ R маємо
|υ0(t)| � K4(ε)×

× exp
{
(Δq + ε) π (sin (π/2q))

−q |y|q(|y|) − ty
}
.

Тодi для всiх t ∈ R i всiх y ∈ R

|υ(t)| � K4(ε)× (11)

× exp
{
(Δq + ε)π (sin (π/2q))

−q |y|q(|y|) − ty+

+α |t|p(|t|)
}
.

Покажемо, що υ ∈ L2(0;+∞). Завдяки (1) можна
вибрати δ∗ > 0 так, щоб

Δq <
(pα)1−q

πq

(
sin

π

2q

)q
(1− δ∗) . (12)
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Вiзьмемо в (11) y = αpη(t). Тодi, враховуючи,
що η(t) = tp(t)−1 i η−1(t) = tq(t)−1, для будь-
якого ε > 0 при t � t0(ε) виконується η−1(ct) �
cq−1(1 + ε)η−1(t), маємо

yq(y) = (αpη(t))(αpη(t)) = αpη(t)η−1(αpη(t)) �

� (αp)q (1 + ε)tη(t) = (αp)q (1 + ε)tp(t), t � t0(ε).

Зафiксуємо ε > 0 так, щоб (1 + ε)(1− δ∗) + εχ < 1,

де χ = π
(
sin π

2q

)−q
(pα)q−1 p(1 + ε)(p− 1)−1. Тодi

|υ(t)| � K4(ε) exp
{
(Δq + ε)π (sin (π/2q))

−q
(αp)

q ×

×(1 + ε)tp(t) − αptp(t) + αtp(t)
}
�

� K4(ε) exp
{
αtp(t)

(
Δqπ (sin (π/2q))

−q (αp)q−1 ×
×p(1 + ε)− p+ 1 + ε(p− 1)χ)} .

Враховуючи (12) i рiвнiсть 1/p+1/q = 1, знаходи-
мо

|υ(t)| � K4 (ε) exp
(
αtp(t)×

×
(
(1− δ∗) (1 + ε) pq − p+ 1 + ε (p− 1)χ

))
�

� K4 (ε) exp
(
αtp(t) ((1− δ∗) (1 + ε) + εχ− 1)×

× (p− 1)) .

Але (1− δ∗) (1 + ε) + εχ− 1 < 0, тому

|υ(t)| � K4 (ε) exp
(
ξ∗tp(t)

)
, t � 0, ξ∗ < 0.

Таким чином, υ ∈ L2(0;+∞). Аналогiчно, взявши
в (11) y = −αpη(|t|), одержуємо, що

|υ(t)| � K4 (ε) exp
(
ξ∗ |t|p(|t|)

)
, t � 0, ξ∗ < 0.

Унаслiдок цього, приходимо до висновку, що υ ∈
L2(−∞; +∞), i з (10) одержуємо, що для всiх n ∈ N

+∞∫
−∞

υ(t) exp(−α |t|p(|t|) − itλn)dt =

=

+∞∫
−∞

υ0(t) exp(−itλn)dt =
√
2πF (λn) = 0,

i тому система (2) не є повною в L2(−∞; +∞).
Нехай тепер q – нецiле. Пiдберемо таке нату-

ральне m0, щоб виконувалась умова (3). Подiбно,

як i в [4], покладемо M = {μn} =
2m0−1⋃
k=0

Λe
i kπ
m0 , де

Λ = {λ0, λ1, ..., λn, ...}, λn > 0. Як i в [4], множина
{μn} має кутову щiльнiсть при уточненому поряд-
ку q(t), а iндикатор цiлої функцiї

G (z) =
∞∏
n=1

(
1− z

μn

)
exp

(
ρ0∑
k=1

1

k

(
z

μn

)k)
,

ρ0 = [q] ,

має вигляд

hG (θ) =
πΔq

sin
(
πq
2m0

) cos(q(θ − π

2m0

))
,

0 � θ � π

m0
,

а на решту значень θ продовжується
(
π
m0

)
- перi-

одично (завдяки симетрiї коренiв). В позначеннях
леми 2 hG (θ) = πΔqH

∗ (θ) i для будь-якого ε > 0

|G (z)| � K5 (ε)

1 + |z|2 exp
{(
πΔqH

∗ (θ) +
ε

2

)
|z|q(|z|)

}
,

z = reiθ ∈ C.

Нехай h (θ) – функцiя з леми 2. Вона є 2π-
перiодичною i тригонометрично q-опуклою. Те ж
саме можна сказати про функцiю πΔqh (θ), оскiль-
ки множник при h (θ) є додатним. Отже [9], iснує
цiла функцiя f (z) з iндикатором πΔqh (θ) при уто-
чненому порядку q (r). Для будь-якого ε > 0 одер-
жуємо

|f (z)| � K6 (ε)×
× exp

((
πΔqh (θ) +

ε

2

)
|z|q(|z|)

)
.

Отже, для функцiї F (z) = f(z)G(z), яка перетво-
рюється в 0 в точках λn, отримуємо оцiнку

|F (z)| � K7 (ε)

1 + |z|2× (13)

× exp
{
(πΔqH

∗ (θ) + πΔqh (θ) + ε) rq(r)
}
, ε > 0.

Згiдно з лемою 2, функцiя H∗ (θ)+h (θ) – є не-
перервною i вiд’ємною [4], якщо |θ| < δ4 i π − δ4 <
|θ| � π. Тому, як i ранiше, при деякому γ2 > 0 для
всiх θ, |θ| < δ4 , виконується

|F (z)| � K7 (ε)

1 + |z|2 exp
(
−γ2 |z|q(|z|)

)
�

� K7 (ε)

1 + |z|2 exp
(
−γ2 |y|q(|y|)

)
, ε > 0.

А це означає, що оцiнка (7) справедлива при
|θ| < δ4. Аналогiчно показується справедливiсть
цiєї оцiнки в кутах π − δ4 < |θ| � π. Тому, з (13),
як i ранiше, отримуємо (7). Отже, як i у випадку
цiлого q, приходимо до висновку, що система (1)
не є повною. Теорема 1 доведена.

Теорема 2. Нехай α > 0, p > 1, 1/p+1/q = 1.
Тодi, якщо

lim
n→∞

n

λ
q(λn)
n

>
(pα)1−q

πq

(
sin

π

2q

)q
, (14)

то система (2) є повною в L2(−∞; +∞).
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Доведення теореми 2. Припустимо супро-
тивне, тобто що система (2) не є повною в
L2(−∞; +∞). Тодi знайдеться функцiя υ ∈
L2(−∞; +∞), υ �= 0, така, що

+∞∫
−∞

υ(t) exp(−α |t|p(|t|) − itλn)dt = 0, n ∈ N.

Нехай

f(z) =

+∞∫
−∞

υ(t) exp(−α |t|p(|t|) − itz)dt, z = x+ iy.

Функцiя f є цiлою, f �= 0 i f(λn) = 0 для всiх
n ∈ N. Нехай Imz = y � 0. Тодi

0∫
−∞

exp
(
−2α |t|p(|t|) + 2ty

)
dt �

�
0∫

−∞
exp
(
−2α |t|p(|t|)

)
dt �K8 < +∞

i

|f(z)| � ‖υ‖×

×
⎛⎝ +∞∫

0

exp
(
−2α |t|p(|t|) + 2t (y − ix)

)
dt+K8

⎞⎠
1
2

�

� ‖υ‖
(
sup
t�0

(
exp
(
−2α |t|p(|t|) + 2t (y + 1)

))
×
(15)

×
+∞∫
0

exp (−2t) dt+K8

⎞⎠1/2

.

Останнiй супремум досягається при t =
η−1 (y/ (α (p+ o(1)))), y → +∞. Тому з (15) отри-
муємо

|f(z)| � ‖υ‖×

×
(
1

2
exp

(
yη−1 (y)

1 + o(1)

q (αp)
1/(p−1)

)
+K8

)1/2

�

� K9 exp

(
(p− 1)yη−1 (y)

α1/(p−1)pp/(p−1)
(1 + o(1))

)
,

y → +∞.

Оцiнку f(z) при y < 0 отримуємо аналогiчно.
Тому, рiвномiрно за x ∈ R

|f(z)| � K10 exp

(
(p− 1) |y| η−1 (|y|)
α1/(p−1)pp/(p−1)

(1 + o(1))

)
,

|y| → +∞,

звiдки, враховуючи рiвнiсть η−1(t) = tq(t)−1, отри-
муємо

|f(z)| � K10 exp

(
(p− 1) |y|q(|y|)
α1/(p−1)pp/(p−1)

(1 + o(1))

)
, (16)

|y| → +∞.

У [10] доведено, що коли цiла функцiя f має ну-
лi в точках λn, виконуються умови (14) i (16), то
f(z) ≡ 0. Отже, υ �= 0. Тому маємо суперечнiсть,
чим i завершується доведення теореми 2.
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