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У статтi розглянуто аналiтичний метод побудови рiвнянь регресiї n-го порядку для q-мiрного сим-
плексу за допомогою системи Mathematica у афiннiй та декартовiй системах координат.

Враховуючи складний характер явищ i проце-
сiв, що вивчаються у сучасних умовах, високу вар-
тiсть експлуатацiї наукового устаткування, необ-
хiднiсть скорочення термiнiв переходу вiд лабора-
торних дослiджень до практичного впровадження
потрiбно не тiльки скоротити цей шлях, а й рiз-
ко зменшити кiлькiсть необхiдних експериментiв,
швидко виявити оптимум чи провести опис областi
оптимуму. Використання обчислювальної технiки
для реалiзацiї методiв математичної статистики
змiнює традицiйнi пiдходи до проведення експе-
рименту. Це дає можливiсть перейти вiд ручного
управлiння, контролю, збору i обробки iнформацiї
до дiалогової системи: експериментатор – ЕОМ,
у основi якої є iнтегрованi унiверсальнi матема-
тичнi середовища Mathematica, Maple, MATLAB,
STATISTICA i т.п.

Експериментально-статистичнi методи дають
змогу отримувати математичнi моделi таких про-
цесiв, строгий детермiнований, опис яких взагалi
вiдсутнiй. Методи оптимального планування екс-
перименту передбачають одночасну змiну всiх па-
раметрiв, якi впливають на процес або явище.
На практицi для побудови таких моделей набу-
ли широкого застосування плани Шеффє, Кiфера,
Бокса, Дрейпера-Лоуренса, Налiмова, ПФЕ [1–4].
Основою побудови математичних моделей для цих
планiв є апарат регресiйного аналiзу. Оскiльки в
бiльшостi задач з вивчення поверхнi вiдклику, за-
лежнiсть мiж вiдкликом i незалежними змiнними
(факторами) невiдома, то, на першому етапi необ-
хiдно знайти апроксимуючу функцiю, загальний
вигляд якої можна подати у виглядi звичайного
полiному степенi n вiд q змiнних, що мiстить Cnq+n
коефiцiєнтiв:
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(1)

де Y – функцiя вiдклику (вихiдний параметр); xi –
вхiднi змiннi, фактори (регульованi керуючi пара-
метри); b0, bi, bij i т.д. – коефiцiєнти полiному (рiв-
няння регресiї); n – число вхiдних змiнних.

Пiд час планування експерименту при вивчен-
нi дiаграм склад-властивiсть факторний простiр –
це правильний (q-1)-мiрний симплекс, для якого в
афiннiй системi координат виконується спiввiдно-
шення

q∑
i=1

xi = 1. (2)

q = 3 правильний симплекс – це рiвностороннiй
трикутник, де кожна з точок трикутника вiдпо-
вiдає одному складу потрiйної системи, i, навпаки,
кожний склад визначається однiєю точкою. Для
q = 4 правильний симплекс є тетраедром, кожна
вершина якого вiдповiдає 100% вмiсту вихiдних
компонент. Таким чином, зберiгається можливiсть
графiчної iнтерпретацiї результатiв (див. рис.1).

Рис.1. Концентрацiйний трикутник Розебума

Поряд з афiнною системою координат, в пла-
нах Дрейпера-Лоуренса для трикомпонентних си-
стем використовується декартова система коорди-
нат, де початок вiдлiку збiгається з центром ва-
ги трикутника, а одна iз вершин трикутника ле-
жить на однiй iз осей координат (див. рис.2), що
уможливлює зменшити кiлькiсть (членiв) додан-
кiв полiному (1) [5].
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Рис.2. Система координат для планiв Дрейпера-Лоуренса
Розебума

Оскiльки традицiйно у фiзико-хiмiчних дослi-
дженнях використовується афiнна система, яка є
бiльш зручною для графiчної iнтерпретацiї матри-
цi планування та аналiзу поверхнi вiдклику, то у
рядi випадкiв доцiльно здiйснити перехiд мiж ци-
ми двома системами координат. У випадку три-
мiрного симплексу мiж афiнною (х1, х2, х3) i де-
картовою (z1, z2) системою координат iснує такий
зв’язок:

x1 = 1
3 (−3z1 − z2

√
3 +m),

x2 = 1
3 (3z1 − z2

√
3 +m),

x3 = 1
3 (2z2

√
3 +m),

(3)

z1 = 1
2 (−x1 + x2),

z2 =
√
3
6 (−x1 − x2 + 2x3),

(4)

де m – довжина сторони концентрацiйного трику-
тника.

Поверхня вiдклику в багатокомпонентних си-
стемах має, як правило, дуже складний характер.
У таких випадках для побудови адекватної мате-
матичної моделi застосовують плани вiд другого
до восьмого порядкiв [1, 2]. Однак коли степiнь
полiному (1) перевищує 2, знаходження аналiти-
чного запису рiвняння регресiї (в т. ч. при пере-
ходi з однiєї системи координат в iншу) складає
певнi труднощi та передбачає виконання значно-
го обсягу рутинної роботи, де легко допустити по-
милки. Тому для знаходження аналiтичного запи-
су рiвняння регресiї доцiльним є скористатися си-
стемами комп’ютерної математики. На прикладi
однiєї iз них, а саме Mathematica, реалiзуємо ана-
лiтичний запис рiвняння регресiї n-го порядку для
q-компонентної системи [6].

Очевидно, що доданки рiвняння регресiї (1) не
є чим iншим, як комбiнацiєю xi, i = 1, 2, ..., q, якi
помноженi на вiдповiднi коефiцiєнти bi, bij , bijk...
.

Для побудови таких комбiнацiй скористаємось
командою Tuples. Загальний вигляд цiєї команди
такий:

Tuples[list, n],
де list – масив елементiв (у нашому випадку
q∏
i=1

xi), n – порядок рiвняння регресiї. Пiсля ви-

конання цiєї команди отримаємо вкладенi списки
всiх можливих n-кортежiв елементiв списку list.
Для подальшого використання цi списки потрiбно
звести до одновимiрного масиву та усунути одна-
ковi елементи за допомогою команд Flatten та Uni-
on. Перша з них зводить вкладенi списки до одно-
вимiрного, а друга – вiдсiває однаковi елементи.

Рис.3. Програмна реалiзацiя побудови аналiтичного
вигляду рiвняння регресiї для n = 4, q = 3 у афiннiй

системi координат

Рис.4. Програмна реалiзацiя побудови аналiтичного
вигляду рiвняння регресiї для n = 4, q = 3 у декартовiй

системi координат

Для того, щоб сформувати масив коефiцiєнтiв
з вiдповiдними iндексами, необхiдно скористатися
командою Exponent, що визначає найбiльший сте-
пiнь полiнома. Використавши її у циклi, побудуємо
масив коефiцiєнтiв bi, bij , bijk ... .

На рис.3 i рис.4 наведена програмна реалiза-
цiя рiвняння (1) в афiннiй та декартовiй системi
координат.

Запропонований метод побудови рiвняння ре-
гресiї n-го порядку для q-мiрного симплексу
значно спрощує подальшу оцiнку коефiцiєнтiв
bi, bij , bijk..., яку можна здiйснити в Mathematica
за допомогою функцiї Fit.
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