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Розглядається застосування апроксимацiйного методу при моделюваннi та аналiзi нестацiонарних теплових
процесiв унаслiдок дiї рухомих зон локального нагрiву на основi трьохмiрних рiвнянь математичної фiзики.
Послiдовне застосування скiнченого косинус-перетворення Фур’є, iнтегрального перетворення Ганкеля по ра-
дiальнiй координатi i Лапласа по часу задача зводиться до розв’язку диференцiального рiвняння другого по-
рядку. Проведено числовий аналiз кiнетики теплових процесiв на локальних дiлянках при дiї “гарячої плями”
нагрiву по поверхнi пiвпростору.

Визначення i дослiдження розвитку нестацiо-
нарних просторових полiв температури, зумовле-
них рухомими локально-концентрованими зонами
нагрiву є важливою задачею технологiчної термо-
механiки, що вивчає процеси зварювання, шлiфу-
вання, наплавки, термiчної рiзки, пайки, iмпуль-
сного змiцнення, тощо.

На даний час досить тяжко розраховувати
на можливiсть точної математичної постановки i
розв’язку проблеми усестороннього вивчення те-
плових явищ при рiзного роду технологiчних про-
цесах, оскiльки це спряжено з труднощами, пов’я-
заними з рухомiстю зон нагрiву, а також видом те-
плових потокiв, зумовлених особливостями нових
сучасних технологiй. Розглянемо алгоритм розра-
хунку перехiдних процесiв мiсцевого (локального)
пiдвищення температури поверхнi пiвбезмежного
тiла при рiвномiрному русi по ньому кругової “га-
рячої плями” (ГП). Нехай джерело тепла в формi
круга r2 = x2 + y2 � a2 рухається зi сталою швид-
кiстю V вздовж осi Ox поверхнею z = 0 пiвбезме-
жного тiла. Припускається, що початок прямоку-
тної декартової системи координат Oxyz розмiще-
но в центрi цього круга. Iнтенсивнiсть теплового
потоку змiнюється вiдповiдно до q(r) = q0q

∗(r),
решта частина граничної поверхнi теплоiзольова-
на. Слiд знайти просторово-часовий розподiл тем-
пературного поля у системi при тривалостi дiї ГП
на протязi часу вiд 0 до ts.

Для визначення нестацiонарного температур-
ного поля в пiвпросторi z � 0 маємо рiвняння те-
плопровiдностi [1]
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Перейшовши до цилiндричної системи коор-
динат (r, ϕ, z) та поклавши ρ = r/a, ς = z/a,
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Тодi математичну модель процесу локального

пiдвищення температури в зонi ГП сформулюємо
як крайову задачу для диференцiального рiвнян-
ня теплопровiдностi (4) при крайових умовах типу
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|Θ(r, ϕ, z, t)| <∞, Θ(r, ϕ, z, 0) = 0. (8)

Послiдовне застосування до рiвняння (4) при
врахуваннi крайових умов (6)-(8), скiнченого
косинус-перетворення Фур’є по змiннiй ϕ, iнте-
грального перетворення Ганкеля по радiальнiй ко-
ординатi i Лапласа по часу приводить до такого
рiвняння в просторi зображень:
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− κ

2 Θ̃ = 0, (9)

де

Θ̃(ξ, n, z, s) =
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0

e− st Θ̃(ξ, n, z, t) dt, (10)
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Використавши представлення [1]

ePeρ cosϕ = 2
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m=0

′
Im(Peρ) cosmϕ, (14)

причому iндекс “штрих” тут i надалi означає, що
перший доданок ряду (14) слiд помножити на мно-
жник 1/2 i, застосовуючи до умови (5) скiнчене
косинус-перетворення Фур’є (12), отримуємо
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Оскiльки побудова точного розв’язку краєвої
задачi (4)–(8) при довiльному законi q∗(r) змiни
iнтенсивностi потужностi рухомого теплового по-
току складає значнi математичнi труднощi, вико-
ристаємо апроксимацiю функцiї q∗(r) при допомо-
зi фiнiтних кусково-сталих функцiй виду
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(16)

де ρj (j = 1, 2, ...,M) – точки рiвномiрної сiтки
розбиття вiдрiзка [0, ρ]; M – кiлькiсть точок роз-
биття.

Тодi гранична умова (15) з врахуванням (16)
матиме вигляд:
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Застосування до виразу (17) iнтегрального пе-
ретворення Ганкеля (11) та врахування значення
iнтеграла [2]
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Остаточно, трансформанта по Лапласу рiвно-
стi (19) згiдно з (10) має вигляд:
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Розв’язуючи рiвняння (9) при умовi (20) та
умовi заникання зображення температури, яка ви-
пливає з (8), знаходимо

Θ̃(ξ, n, z, s) =
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×

×
M∑
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Використавши iнтеграл Дюгамеля [3] та врахо-
вуючи, що функцiя e−κς/(sκ), де κ дається фор-
мулою (13), має табличний оригiнал по Лапласу
[4]
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з виразу (21) отримуємо
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Пiсля застосування до (23) формул оберне-
них перетворень Ганкеля i косинус-перетворення
Фур’є

Θ̃(r, n, z, t) =

∞∫
0

ξ Θ̃(ξ, n, z, t)Jn(ξρ) dξ,

Θ(r, ϕ, z, t) =
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(24)

×H(Fo− Fos)] Jn(ξρ) dξ.

З урахуванням замiни (2), температуру в пiв-
просторi в околi ГП при перехiдних процесах ви-
значаємо за формулою

T (r, ϕ, z, t) = e−Peρ cosϕΘ(r, ϕ, z, t), (25)

де Θ(r, ϕ, z, t) дається виразом (24).
Вважаючи, що потужнiсть поверхневого дже-

рела стала i рiвна q = γfV p0 з (24) отримуємо
такий вираз для функцiї Θ(r, ϕ, z, t)

Θ(r, ϕ, z, t) = q0

∞∑
n=0

′
cosnϕ× (26)

×
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0

ξϕn(ξ, Pe)Φ(ξ, ς,Fo, P e)Jn(ξρ) dξ.

Якщо джерело тепла нерухоме (Pe = 0), то
має мiсце осьова симетрiя задачi i, отже, в фор-
мулi (26) слiд обмежитись першим членом ряду
(n = 0). При цьому функцiї ψ0 (18) i ϕ0 (23) вiд-
повiдно рiвнi ξJ1(ξ) i ξ−3ψ0(ξ). Тому

T (r, z, t) =
Λ

2

∞∫
0

ξ−1Φ(ξ, ς,Fo, 0)J1(ξ)J0(ξρ) dξ,

що повнiстю збiгається з результатом роботи [5].
Вiдзначимо, що в усталеному станi нагрiву, ко-

ли t→ ∞ (Fo → ∞) i ς = 0 функцiя Φ (22) рiвна 2
i температура поверхнi при ς = 0 буде визначатися
виразом:

T (r, ϕ) = 2Λ

∞∑
n=0

′
cosnϕ

∞∫
0

ξϕn(ξ, Pe)Jn(ξρ) dξ.

(27)
З формули (27) при Pe = 0 випливає, що

T (r) = Λ

∞∫
0

ξ−1 J1(ξ)J0(ξρ) dξ. (28)

Iнтеграл типу Вебера-Шафхейтлiна у правiй
частинi виразу (28) вiдобразимо з допомогою гi-
пергеометричної функцiї 2F1 та елiптичного iнте-
гралу другого роду E [6]

T (r) =

{
Λ 2
πE ( ρ) , 0 � ρ � 1,

Λ
2ρ 2F1

(
1
2 ,

1
2 ; 2;

1
ρ2

)
, ρ > 1.

(29)

Значення стацiонарної температури (29) при
ρ � 1 збiгається з результатом М.В. Коровчин-
ського [7]. Максимальне значення цiєї температу-
ри досягається в центрi нерухомої ГП i дорiвнює

Tmax = q0. (30)

Одержанi залежностi (25)–(29) використанi
при проведеннi числового аналiзу кiнетики тепло-
вих процесiв на локальних дiлянках при дiї ГП на-
грiву по поверхнi пiвпростору.

На рис.1 показано перерiз iзотермiчних повер-
хонь поздовжньою площиною Oxz, яка проходить
через вiсь руху джерела, а на рис.2 – поперечною
площиною Oyz, що перетинає джерело нагрiву.

Рис.1.
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Рис.2.

Рис.3.

Тут же вiдображенi кривi розподiлу темпера-
тури по осях координат Ox i Oy вiдповiдно при
чотирьох рiзних значеннях z/a вiддалi вiд поверх-
нi нагрiву. Графiки побудовано шляхом обчислень
за отриманими залежностями (27) (усталений стан
нагрiву) при Pe = 1. Безрозмiрну температуру ви-
значимо як θ = T /Λ, де величина Λ дається у вiд-
повiдностi до (5). Видно, що iзотермiчнi поверх-
нi – це замкнутi поверхнi обертання вiдносно осi
Ox, рiзко стиснутi в областi перед джерелом на-
грiву. Найближче розмiщенi до джерела iзотерми
на рис.1 та рис.2 мають форму пiвовалiв, витя-
гнутих вздовж джерела i сплюснутих в напрям-
ку осi Oz. У мiру вiддалення вiд джерела форма
iзотерм наближається до кругової. Найбiльшi зна-
чення температур та їхнiх градiєнтiв спостерiгаю-
ться на поверхнi тертя в областi, в якiй розмiщено
джерело.

Розподiл стацiонарної поверхневої температу-
ри по осях Ox i Oy у залежностi вiд швидкостi
перемiщення ГП показано на рис.3 та рис.4.

Рис.4.

Рис.5.

На цих графiках кривi побудовано для чоти-
рьох рiзних значень критерiю Пекле.

Характерною особливiстю наведених тут кри-
вих є те, що швидкiсть перемiщення ГП майже не
впливає на розподiл усталеної температури по осi
Ox в областi за джерелом. У зонi нагрiвання i спе-
реду її збiльшення швидкостi руху ГП приводить
до пониження температури i збiльшення її градi-
єнта.

На рис.5 показано кривi залежностi глибини,
на якiй досягається максимальна стацiонарна тем-
пература, вiд швидкостi перемiщення ГП. Кривi
побудовано при тих же значеннях критерiя Пекле,
що i на рис. 3.

Чим вища швидкiсть, тим нижче розмiщую-
ться кривi максимальних температур i тим самим
на меншiй глибинi температурний вплив рухомого
джерела є практично не вiдчутним. Глибина гра-
ничного розповсюдження максимального значен-
ня температури є найбiльшою при нерухомiй ГП i
зменшується при збiльшеннi швидкостi руху дже-
рела нагрiву. Максимальне значення θ прямує до
1 при Pe = 0 на граничнiй поверхнi, як i має бути
вiдповiдно до формули (30).
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Рис.6.

Процес теплонасичення при нагрiвi рухомим
джерелом тепла, згiдно з фундаментальними пра-
цями М.М. Рикалiна [8], полягає в тому, що тем-
пература пiдвищується вiд початкового до темпе-
ратури граничного (усталеного) стану. Коефiцiєнт
теплонасичення β визначимо як вiдношення тем-
ператури, що дається виразом (25) фiксованого
елемента поверхнi z = 0 в розглядуваний момент
часу до стацiонарної температури (27) (у випад-
ку шару скiнченої товщини це значення дається
формулою (36)). Перехiднi процеси, якi характе-
ризуються змiною коефiцiєнта теплонасичення β в
точках поверхнi нагрiву з декiлькома рiзними зна-
ченнями радiальної координати ρ = r/a показано
на рис.6. Проведенi дослiдження показали, що в
областi нагрiву ρ � 1 температура майже миттє-
во досягає значення рiвного 87 % вiд температури
в стацiонарному станi. Дальше пiдвищення темпе-
ратури в цiй областi вiдбувається дуже повiльно.
В зонах, близьких до джерела (1 � ρ � 3), одноча-
сно з нагрiвом починається зростання температу-
ри, далi швидкiсть її пiдвищення загальмовується
i температура видiленої зони асимптотично набли-
жається до усталеної (β → 1). У вiддалених зонах
(ρ > 3) помiтне зростання температури починає-
ться тим пiзнiше, чим далi вона розмiщується вiд
джерела нагрiву. Слiд вiдзначити, що найбiльш пi-
знiше усталений стан нагрiву наступає при нерухо-
мому джерелi. При збiльшеннi швидкостi перемi-
щення ГП вiдбувається бiльш швидке досягнення
стацiонарного стану.

Проводилося також дослiдження перехiдних
процесiв охолодження тiла пiсля “вiдключення”
поверхневого джерела тепла в деякий момент ча-
су ts. Температурне поле Ts в процесi охолоджен-
ня пiсля закiнчення нагрiву визначалося методом
джерел [9] шляхом накладення поля додатнього
джерела, що дiє на промiжку часу вiд 0 до t на
поле вiд’ємного джерела, яке дiє вiд 0 до t − ts
таким чином:

Рис.7.

Ts(r, ϕ, z, t) = T (r, ϕ, z, t)H(t)−T (r, ϕ, z, t−ts)H(t−ts),
де просторовий розподiл температурного поля T
визначається формулою (26), причому у випадку
пiвпростору функцiяΘ дається формулою (25), а у
випадку шару – (3.32). Змiна безрозмiрної поверх-
невої температури θs = Ts/q0 елементiв поверхнi
на осi нагрiву в процесi вирiвнювання температу-
ри пiсля закiнчення нагрiву тривалiстю Fos = 2
показано на рис.7.

У точках поверхнi, найбiльш близьких до дже-
рела, де температура в момент закiнчення нагрiву
близька до граничної, починається iнтенсивне її
зменшення вiдразу в момент завершення дiї дже-
рела нагрiву (кривi зi значеннями x/a = 0, 1 та
x/a = 1). У бiльш вiддалених зонах, стан яких да-
лекий вiд граничного, температура упродовж де-
якого часу по закiнченню нагрiвання продовжує
зростати за рахунок перерозподiлу тепла по тiлу,
проходить через свiй максимум i далi починає спа-
дати. При цьому температура в дiлянках тiла, роз-
мiщених на рiзних вiддалях вiд джерела, має тен-
денцiю до вирiвнювання.

Отже, проведенi числовi дослiдження показа-
ли:

найбiльший вплив на температуру та її градi-
єнти спостерiгається на поверхнi тертя в околi кру-
гової областi нагрiву 0 � ρ � 1, 5;

в областi нагрiву i спереду її збiльшення швид-
костi перемiщення ГП приводить до пониження
температури та збiльшення її градiєнтiв, а в обла-
стi позаду джерела швидкiсть не впливає на роз-
подiл температури;

зi збiльшенням швидкостi тривалiсть перехi-
дного процесу локального нагрiвання скорочує-
ться;

пiсля припинення нагрiву найбiльш рiзко охо-
лоджується область 0 � ρ � 1, яку займає ГП, але
перехiдний процес вiд усталеного стану до повного
охолодження тут найменш тривалий.
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