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Вступ

Для свідомого засвоєння диференціальної геометрії і топології важливе 

значення мас розв’язування задач на практичних заняттях і в процесі 

самостіііної роботи над курсом. Теми практичних занять, наведені у посібнику, 

повністю охоплюють основний зміст, ідеї і методи диференціальної геометрії і 

топології.

До кожної геми подано короткі теоретичні пояснення, а також розв’язки 

найбільш характерних задач. Майже до всіх задач є відповіді і вказівки до  

розв’язування.

При розв'язуванні задач слід особливу уваїу звернути на виявлення їх  

геометричної суті, свідомо користуватися відповідними теоремами й 

формулами, де необхідно виконати рисунок.
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РОЗДІЛ І. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНА ГЕОМЕТРІЯ КРИВИХ 
Тема / .  Дотична та нормаль кривої

Рівняння дотичної і нормалі до плоскої кривої можна подати у вигляді 

такої таблиці

Ж> з/п Рівняння кривої Рівняння дотичної Рівняння нормалі

1. II=4 у -У ^ У М х -х ^ і
у-Уо = — 77-тСх-*)

у М

2.
1
!* = *(') 
[у=у(0

_ У-Уо
А ь) / 0 о)

(х-хо)хІ+ (у-уо)уїіо) = 0

3. п*.у) = 0

Розглянемо приклади задач на знаходження рівняння дотичної і нормалі 

до плоскої кривої.

Задача 1. Знайти рівняння дотичної та нормалі до кривої у = хІпх+1 у 

точці 4(ід).

Розв ‘озування.

Крива задана рівнянням вигляду у = /(х ) ,  тому знайдемо похідну 

У = 1п х+1 і обчислимо її  значення у точці А: у'(1) = Іп 1 +1 = 1.

Тоді рівняння дотичної матиме вигляд

у  — І — х —1,
-х-у = 0.

А рівняння нормалі

у - 1 = -(*-!), 
х +у -  2 = 0.

Відповідь: х - у  = 0; х + у -2  = 0.

_ . _ _ „ .. . .. [х = а(/-5ІпОЗадача 2. Знайти рівняння дотичної та нормалі до кривої |  _ ^  у

довільній точці.

Розв'озування.

Дана крива задана параметричними рівняннями, тому х,' = я(1 -со5ї),



Рівняння дотичної і нормалі в довільній точці матимуть відповідно вигляд

х-а(у-$іп/) _ у-а(1-со5р.
1 -С05/ 5іп/ ’

5ІП /(у -  а(1 -  С05 /)) •» (1 - С05 /)(х -  - 5ІП /)) = 0 .

Відповідь: , 5ІП/(у-о(1-СО50) + (1-С05 0Сх~а(Г“$’П/» “0.1-С05/ 5ШГ 4

Задача 3. Знайти рівняння дотичної та нормалі до кривої х3 +у3 = 5 у точці

4 - і * ) .

Розв’язування.

Оскільки крива задана рівнянням вигляду Г(х,у) = 0, то 

Рж=2х, Ґх -=-2.

^ =2 у, р;= 4 .

Тоді рівняння дотичної

~2(х +1)+4(у -  2) = 0, 

х-2у+5 = 0.
Рівняння нормалі

Х-П у -2  
-2 4 ’
2х+у^о.

Відповідь: х -  2у+5 = 0, 2х ч у = 0.

Розглянемо випадок просторової кривої. Якщо крива задана рівняннями 

*=*(')
у=у(0> ТО рівняння дотичної до неї має вигляд

-ї-*о _ у - у п = ~--о 
*'('<>) у\іо) А О ' (1)

Задача 4. Знайти рівняння дотичної до кривої г -[ ! У точці

■ - ( ш
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Знайдемо /„

_ /V  /’ /М
ГЧ 4:Т;Т>

Г(0 = (г5,/, ,0 -

Розв ’язувания.

4  = 1
4 4

£ _ _ І
З З
4 = 1
2 2 '

Отже, /0- - 1 .

Тоді г(/0) = (-!;!;-І) і рівняння дотичної

1 І 1.Г---  У+- 2---
__ 4 _ 1 _ 1 „ __ 2

-І -1

Х_ і  у + 1 - _ 1
Відповідь: — р  -  —~  = — -2-.

Якщо ж крива задана рівняннями вигляду 

дотичної до неї виглядає так

|^ ; ґ : і
[ф; ф; ! ф; ф ; ф; ф;

Г(х,у,:) = 0
Ф(х,;-,г) = 0

, то рівняння

(2)

С у. | 0
Задача 5. Знайти рівняння дотичної до кривої і . , у точці Л(і;3,4).

і / * -  -  25

Розе 'язу’вання.

1. Перший спосіб.

Оскільки крива задана рівняннями виду

формулою (2) для знаходження рівняння дотичної. 

Знайдемо похідні:

Г(х,у,2) = 0 
Ф(*,у,г) = 0 ’

то скористаємося
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£ - 2 х , ф; -  0, ф; , - о,

<' = 2у, ф;.-=2>-, ф:„=6,

* ;= о ,

оIIь* ф; = 2г , ф; - 8 .

Тоді рівняння дотичної

х - \ _ у - З _ г-4
|б оГіо 2І"*|2 6І’
|б 8| |8 °і 1° б1

х-1 _ у-3 _ або х-1 _ у-3
48 " -16 ~ 12 12 ~ -1

Відповідь: — = ^=г— .
12 -4 З

2. Другий спосіб.

Нехай х = .т(г), V = у(і). = = ={і) -  параметричні рівняння даної кривої, які 

перетворюють у тотожність рівняння даної системи.

Продиферснціюсмо по і обидва рівняння системи

12хх] -г 2уу\ = 0
[2>у;+2-;=о.

У точці л(і;3;4) матимемо

о
1 з д + 4 - ;= о ’

Звідки

<  = 4<
4 ,

л = " з - \ -

Нехай =1=3, тоді <  = 12, < = - 4 .

Одержимо такс рівняння дотичної

Х -1 -У -3  _ г -4  
12 “ -4 ~ З

Відповідь: =12 -4 З
Задача б. Знайти рівняння дотичної до лінії г(0 = (/\/У ), паралельної до 

площини лг — 2^—5 = 0.
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Знайдемо похідні

Г = (2/,1У), £  = (2<9,1,е'>).

Оскільки дотична паралельна до площини, то г0' Я - 0 . де л(І,-2,0) 

нормальний вектор площини. Отже, матимемо рівняння 2/0-2  = 0, /0 = 1. 

Знайдемо точку кривої, якій відповідає - -1

Х») ~ Аі ~ і > Уч ~ Аі ~ і } “Л ~ ■ ® ® 1

а також г0' = (2,І,е).

Шукана дотична до даної кривої матиме вигляд

х -1 _  у—1 _ ~-е  
~2 “ ’ і е

Відповідь:  ̂ .
2 1 е

Задачі для самостійної роботи

1. Знайти рівняння дотичної і нормалі до кривих у заданій точці:

{Відповідь: 4х + 25у- 12 -  0.)

{Відповідь: 4 .т-5 ;'г4  = 0, 12х-г15;у-28- 0 .)

{Відповідь: х+у-т!2 = 0, х - у - 0.)

г) 2хг- х2/ -  Зх + у+7 = 0, Л(і ,-2). {Відповідь: 7х-57-17  = 0, 5х + 7.у+9 = 0.)

д) 7  = (х-гІ)\/3-х, л(-1;0). {Відповідь:у' ->/4(х+1).)

2. Знайти рівняння дотичної до кривої у даній точці:

Розв 'язуванпя.

а) г{ і)= {и \с ') , /я - о . {Відповідь: у  = ~  = —— 0

б) г(/)-(асо5/>А5Іпг,е,)> / = 0. {Відповідь: ~ -  = ̂  = - у -

а) у = — , л(-2;0,8).
1 -- х

б)

1 н 5

9



в) ЦІ) = Iі), і„ = 0. (Відповідь: ^ ~ г — -  —<? е 2

г) г(0 = (2со5Г,28Іп/,4/), /0 = 0. (Відповідь:

д) г(і) - ( і,і\ і’), /0 = 1. (Відповідь: =

(Відповідь: ——=— = —— .)
27 28 4 '

(Відповідь:

ж) Г  4 у  , /ї(зд^о)- 
1 * = )'

.х = дг0+/г0
(Відповідь: у = у0+£0 .)

г = г0+2а0

3. Знайти рівняння дотичної до кривої г (/) = (3/- / ’;3г2;3/+ /’),. перпенди

кулярної до вектора а (3,1,1). (Відповідь:  ̂ .)-3 4 5 0 -1 1
4. Знайти рівняпня дотичної до кривої г(/)=(*\ґ,е'), паралельної до пло

щини х -2 у -5 - 0 .  (Відповідь: .)

10



Тема 2. Довжина дуги кривої

Якщо плоска крива задана рівнянням у  ~ /(х), то довжина її дуги 

обчислюється за формулою

$-/>/*+/*<*, (0

де а і Ь -  абсциси початку та кінця дуги.

Якщо крива задана параметричним рівнянням

Г*=*(/)
\ у  = >’(/)

причому а функції х(і) і >■(/) мають неперервні похідні, то довжина

дуги

«V = +У,г(1і. (2)

Якщо матимемо рівняння кривої у полярних координатах /- = /■($>), де 

а < <р < р , то довжина дуги кривої обчислюється за формулою

5 = +г,гсІ<р. (3)

Розглянемо задачі на обчислення довжини дуги плоскої кривої.
1 2 І

Задача 1. Знайти довжину астроїди д + у т = а ’ .

Розв ’язування.

Знайдемо у  із даного рівняння:
2 2

У =

Тоді скористаємося формулою (!) для обчислення довжини кривої.

11



• і -і і з  іГ
Таким ЧИНОМ 5 = 4 |а ’х Зс& = 4а, -х ї = 6а.

о !о

Отже, 5 -6а.

Відповідь: 6а.

Задача 2. Знайти довжин)' астроїди, заданої рівнянням
*-асо$3~4

• і і у  = азіп -  
4

Розв 'язування.

Оскільки крива задана параметричним рівнянням, то для обчислення її

довжини застосуємо формулу (2).

Обчислимо похідні
, 3 і і . і , 3 . , / іх =— асоз -5Ш-, у. =—а$іп -сох-.* 4 4 4 ' Л 4 4 4

Знайдемо:

х? -г у,2 = —а15Іпг -со$г - ,  у/х,г у у '  -  -а$ш -̂ соз - •, Л |  16 4 4 у 4 4 4
Таким чином,

£ = 4 [-05ІП—С05-Л = Зо Г$іпА/Г-1 = -Засо5 |̂ -6а.
І 4 4 4 і  2 [ і )  2|0

Отже, 5 -6а .

Відповідь: 6а.
Задача 3. Знайти довжину логарифмічної спіралі г-а*  тоЧка‘ 

Розв1язування.

Скористаємося формулою (3).
Обчислимо похідну

г' = а*1па.
Знайдемо

г* + г,г = а19 + аи  1п2а = а2̂ (1 + 1п* а ) , уіг2+ г ' } = а ^ І  + Ь 'а  .

Таким чшюм,

12



Отже,

V) »ІіГ а _ л . л/і + Іп: вг,-(а* -  а* ) г  — г—
1п а \па

>/1~Іп; д
5 — Й Г - ° і - , і ) -

Відповідь : и 'П-Я-(г, -/*„).
їла

Розглянемо випадок просторової кривої.

[*=*(0  
ям і у = у(іДовжина дуги кривої, заданої рівнянням <у = у(і) обчислюється за

и = --(о

формулою

(4)

де і, < і < і2.

Задача 4. Знайти довжину гіперболічної гвинтової лінії 7(і) = (асІи,шНі,аі) 

між точками, де / -0  і і - і 0.

Розо ’язувшшя.

-х' = а5Л/, = асЛ/, 2 ,- а .

.х': +у ’: -г-': = л2лЛ:/ + о:с/Ра + о: = оЧ /̂77-?-сЛ:Г + 1) = а : (сА:м  (і/Г/ + І ) ) - а і(сЛгГтс/Г/) =
= 2а1 сІП

'Iх? * У,'' +-,1 -  оуіІсЬі .

'о 4"
5 = |а>/2сШґ = в>/2у/;/] = аурІ(5к10 - хіі(0)) ~ а-І2х/и0.

0 о

Отже, 5 = аЛ$Шй.

Відповідь. ауІ2.ді10.

Задача 5. Знайти довжину гвинтової лінії г(і) = (За соз/, За $іп/,4д0 від точки 

перетину з площиною ХОУг до довільної точки.
Розо ’язування.

г(г) = (За со5 /. За $іп г, 4 аі) ,

13



Г(/) -  (-За $іп /, За со$ /,4а)

{г*(0| -  уІ9а2 5Іп: /+ 9а1 сов21+16аг -  у/9а2 (8Іп: / т сох: 0  + 16а1 -  5а. 

Знайдемо точку перетину лінії з площиною ХОУ:

х = Засоз/
У = 3<75І1Н 

:-Ааі 
г = 0

ТОДІ

Отже, 5 = 5аі. 

Відповідь: 5а/.

=>4а/ = 0=>/ = 0.

І
5= Ь̂асії =5а/| -5а /.

Задача 6. Знайти довжину лінії. ... (У = За1 у  . !іпи 4 , мі:
\  2ху = а

між площинами у = -

Рове 'язуванпя.

Запишемо рівняння даної лінії в параметричному вигляді

х=і
Р

'"З а1 
__сР_ 
= =  2/

Тоді

, . , Г а1
Х,~1' У,~ а2* ~Г ~2Р'

^ Луп у. п _ и Р  _ 4аУч-4/Ча« Г 2 /Ч а< ї 
д, 4ду - { 2 а 2Р ) '

Іхч + у’і + ** = £ - 1 £ -  Vх* +У. 2ау  •

Знайдемо точки перетину даної лінії з площинами

/’/Па: —- = — =>/3 = а’ ==>/-«;
За З

і у = 9а.

14



А
у П 0. —г =; 9а -  2.7а} -  Зл.

За*

Отже, 5 -9а. 

Відповідь: 9а.

Задачі для самостійної роботи

1. Знайти довжину дуги кривої г(і) = (асо5і,атіМ), 0< /<2 ,т ,

(Відповідь• 2-\іаг і Ь*.)

2. Знайти довжину дуги кривої г(/) = (в/,в>/21п/,~1 між точками л(і) і

Я(іО). (ВіОповідь: 9,9с.)

3. Знайти довжин}' одного витка між двома точками перетину з

ПЛОЩИНОЮ Х 02  ЛІНІЇ 7(і) = [а(і -5Ш/),а(1-С05/),4ас<и~].
V 2/

(Відповідь: $>І2а.)

4. Знайти довжину дуги кривої г (/) = (<?' созі.е' зіпг.е'), що міститься між 

точками Л(о)і В(л).

(Відповідь: 7з(е-г - і )  )

5. Записати в натуральній параметризації рівняння кривої

7(і) = (е' С051, С МП і.е').

(Відповідь

6. Знайти довжин}' дуги кривої | х  - а(/-5Іпг) 
[у -а(1 -со5Г)

між точками / -  0 і / = —.і

15



(Відповідь: 2а .)

7. Знайти довжину дуги кривої у  = Ні соз .х між точками х = 0
/Т

(Відповідь: Іп

8. Знайти довжину лінії г(і) -  (соз5 /.зіп5 г,соз2/), 0 £ і < 2к .

(Відповідь: 10.)

9. Записати в натуральній параметризації рівняння кривої 

г(/) = (л соз і, а зі» /, Ьі).

5.V = а соз —т- г
л/я2 +Ьг

(Відповідь: у - а  зіп
>/я2 + Ь2

л/я2 ’гЬ1

10. Знайти довжину лінії Г(0 = (йс/і/,о5Л/+6,а/+с),я^0 між точками і -  0 і

/ = 1.

(Відповідь: ау/їзіи.)

16



Тема 3. Кривина і скрут кривої 

Для кривої Т-  г(0 кривина обчислюється за формулою

и
а скрут

(?хг*)! ■

Задача І. Знайти кривішу і скрут кривої (е',е",-І2і) в довільній точці.

Розв 'язування.

Знайдемо похідні

Г = (є \-е " М ),  Г  = (<?',<Г\0), Г  = (*',-<?",0).

Обчислимо

\?\ = 2' +2 = >/(?' +<?‘')2 = е' + в*',

Г х г ' = ( - л/2с"',л/2<?\2),

|Г х г’| = л/2е :' + 2**44 = ^ ( е '+ О *  * л/2(с' + є ' ') ,

(Г х Г )2 = І?' х Г |! 2(е' + <Г' )3,

(г'г’г”) =  (Г х г") • Г" = - уі2є" є -  Т іе ’е '’ + 2 • 0 = —2л/2 ,

Таким чином, кривина кривої

_ >/2(*4*-')_ __ л/2_

а скрут

ге=А =

(е'+е') ( е '+ О 2 ’

-2>Я -л/2
2(е'+«Г')2 (е' + е")г

о :____7 ї(е '-е -\) л/2 -2л/2 -л /ї
Відповідь. (е, + 0  (е. +„-)■’ *  2 ( с ' '

Задача 2. Знайти кривину і скрут кривої У = (2г,Іпг,/2), і > 0 в точці

/І(2,0, і).

и .— 17



Розв’язування.

Знайдемо /а, ідо відповідає точці /і(2Ді):
2 = 2/0 | / 0 = 1
0=1п/3 =>| /0 - 1 . Отже, і0 -  1
1=/п /о = ±1

Знайдемо

г' = (2,і,2(), (2,1.2),

Г  = (0 .- І .2 ) ,  ^ - - ( 0 , - і  2),

Г  = ( 0 . ~ , 0) ,  7 =  (0.2,0).

|ф , / 4 + Н 4 = 3 ,

^ х^ = (4 ,-4 ,-2 ),

|'Ьх'о1= >/16+16+4 = 6, 

(^хГ)./Г=4 0 -4  2 -2 .0  = -8 , 

^ Г ) г= К ^ = 3 6 .

О т ж е , * = А Л ; * = ! = :

_ . . , 6 2  - 8 - 2Відповідь:

-2
9

Задача 3. Знайти кривину і скрут кривої г = (асНі.азНі.аі) в довільній точці.

Знайдемо похідні

Розв’язування.

Г = (азНі,асНі,а)> 7* = (асПі,а5ІИ,0) , гя = (азИі,ссИі,0) .

Обчислимо

|Г{ = \/агзкг1+а2сН2г -і- о2 = л]а2(зк11-гсНгІ +1) = >/а* (сАт+(1+$Лг/) = а^ІсІЇІ -  а>І2с}іі. 

Гхг* = (-а2зНі,а2сЬі,а2 зЬ2! - а 2с1і2і) = {-а25Іи,а2сИі^-аг),

}г хг*| = уІа'зН'і+а'сН'і + а* = а 'Л сИ і.

(Г х г*)г* = -с?зкгі + а’сЛ1/ -  а* • 0 = о5 (сА*/ -  .їЛ1/) = а1.

(Г хГ)1 = 2а*ск21.
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Тоді

а1̂ !сИі І _ о1 1
{а>І2сІіі)л 2асН;/ ’ 2а'сІЇї 2асІіг(

Отже, для даної кривої х  = к = ----- - .
2 асігі

Відповідь: «с ~ к =-------.
2 асіп

Задача 4. Довести, що крива
х - 0 - 1
у = і1-і 2 плоска. 

- = /’

/У т  ’язування.

Для того, щоб крива була плоскою, необхідно і досить, щоб її  скрут у 

кожній точці дорівнював нулю. Тому 

Г = (2г,2/,3г),

Г  = (2,2,6/).

Г  = (0.0,6). 

Таким чином

г
2/
2

2/
2

3 Г 
6/ =6І2'

2/

0 0 6
12 2 = 6 (4 /-4 0 - 0

Огже, дана крива є плоска. 

Відповідь: дана крива є плоска.

Задача 5. Обчислити кривину і скрут кривої У -2 * *  =
=  1 
= 0

в точці л(і,1,і).

Розс ’язування.

Нехай х = х(‘1 У = у(*\ = = =(0 • позначимо Г -  (x\у,,=,), г' = (х£,у',^) ■

Продиференціювавши по / дану систему рівнянь, отримаємо

{хх’ - у у ’ + г:' = 0 
2>у-2.х '+г'-  0 (1)

У точці А матимемо
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(2)

_Уп - з ~  ̂ =>и = ; ,«є!і
2;;о '2л'о+;о = 0 \ =; = о.

Отже, (1.1,0).

Продиференціюємо по / систему (І)

х': + х х '- у г -уу '+  г': -і- гг" -  0 
2у'2 + 2\уя -  їх "+ 2* -  0

’1 +  ХІ - 1 -  у ;  + 2І =  0 Г ДГо -  Уо +  -0 = 0

2 +2у0'-2 .х ' + =; = 0 [-2x1 + 2Уо + -0 = -2

або 7  -  (З, І,-2).

Аналогічно знаходимо .

Г 2 х У Ч У .х '+ х с"-2 //-д у '-;у "+ 22'=' + г'="+гг" = 0 
\  4 / / + 2уу  + 2ууп -  2х"+ г" = 0.

Г 9 + < -3 -у ;+ г ;= 0  Г х”-у%+г"=-6 А^о = -'Ь
}б+2^-2х"+г0-=о \-2х0" -2 ^ + г;= -б  ! ,;= ■ < ’

Отже, ^ ( и - б ) .

Тоді

Знайдемо

Таким чином 

Обчислимо

й=л/ГТПо = >/2.

(**£)
» У А
1 1 0
3 1 -2

(-2.2,-2).

| х̂^1 = 74+4+4 = >/І2.

(ЇЬХ^.Г-=-2и2.1-6.(-2) = 12.

Отже, к л/Ї2 _ УЇ2 _Уб х _ >/Ї2
(Тії)’ " 2^2“ 2 ’
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Відповідь: к УІ2 ^ УІ2

Задачі для самостійної роботи 

1. Знайти кривину і скрут кривої 7 - {е \е ч,Л і)  в точці л(і,і,о).

(Відповідь: к аз ■— — .)
4 4

2. Знайти скрут кривої

Д
У^Т2 • І П

£  ВТ0ЧЦ1
6

(Відповідь: х  = ^.)

3. В яких точках кривої г = (со5 /,5іп/,^$іп2 0  скрут є додатним?

(Відповідь: -  ̂  < і < )

4. ЗнаЙТИ КрИВИНу КрИВОЇ Г = ̂ /-ЗІП/,І-С05/,4$ІП^ у довільній точці.

(Відповідь. Лг = ~./і+$іпг^ )
4 V 2

5. При яких значеннях И гвинтова лінія г =(асо5/,а$іл/,Л0 має найбіль

ший скрут?

(Відповідь: И-а.)

,  п (хг =2а:6. Довести, що крива \ є плоска.
ІУ = 26г

7. Знайти кривину і скрут в довільній точці кривих:

а) г - (е'5іп/,е'еозле*); (Відповідь: к = ~ .  ас -

б) г = (з/~ЛЗг,Зг + /5); (Відповідь: аз = •)
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в) Г = (СОЗ3 /,$ш5 /,СО$2/) . СВідповідь: А = ------------- , х  = --------------.)
255ІП/С05/ 258ІП/С05Г

8. Знайти кривину і скрут кривої |  ~ *тУ*У в точці о(0Д0).
[г + «? =л + 1п(1+.ї)+1

(Відповідь: к х  -
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Тема 4. Елементи супровідного тригранника кривої 

Розглянемо задачі на знаходження рівнянь ребер і граней супровідного 

тригранника кривої.

Якщо крива задана рівнянням 7 -  (*(/), у(/),г(/)), то 

Н -  7 +7Л -  векторне рівняння дотичної до кривої;

Н = 7+ (7хГ)Л -  векторне рівняння бінормалі до кривої; 

а -  7 + ((Гх 7}Г)Л -  векторне рівняння головної нормалі до кривої,

де г — т—:, Д = 7 = -~ А  -  одиничні вектори дотичної, бінормалі і го-
|г| |г хг'І |(г хг>Г |

повної нормалі відповідно.

Рівняння дотичної, бінормалі і головної нормалі кривої (ребер

тригранника) можна записати у вигляді

*-*о У-Уо ^ =-=1 
Рі Рг Рі

де р{р},р:*р}) -  напрямний вектор для відповідної прямої (ребра тригранника).

Рівняння граней тригранника (нормальної, стичної та спрямної площин) 

у векторній формі мають відповідно вигляд

(Я -г)-г=0 , (Д -г).Д  = 0, ( я - г ) і /  = 0.

Задача 1. Знайти канонічний репер для кривої 7 = в точці/ = 1.

Розс 'язування.

Знайдемо похідні

7  = (І,2/,3/;), /Ь=Г(1) = (1,2,3),

7  = (0,2,б/), /?=г*(1) = (0,2,6),

Тоді

= (-22,-16,18).
7 7  к 7 ї  к
1 2 3 = (6,-6,2), = 6 - 6  2
0 2 6 1 2 3

Обчислимо
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й  -  >/ГГГт 9-714, Й *>ЬІ = 75б+36 г 9 = Й б = 2л/І9 , 

ІОьх/ь)̂ ЇЬІ = >/22* -гіб5 +181 =2/266 .

Тоді

'г ^ ( и ’3)-д = І (3--3',)-ІГ=Ж (- 1,' - 8'9)-

Ю » л : г ^ ( и д | ^ ( 3 . - 3 . р ^ ( - п , у ) .

Задача 2. Знайти рівняння ребер і граней супровідного тригранника для

кривої Г = ($ІП /, С05 /,/^0 В ТОЧЦІ І = —.
4

Розе ’язувапия.

Знайдемо похідні

_  (  і ^
Г  =1 С 0 5 /,-5 Ш /,----- 7 -  ,

і, соз1/;

[  , 2$Ш дЛ

і, С05* X )

Тоді

*-Нг_я4

і 7 * т *
\

И 4г2■("Я-Нг"1^  Оьхіь)х^ = ■я ■’і
~ л -і* і  ' і  2

. я 1
Х° - ШГ Т 2

я  1
Л=С05Г ^ -

- - « Г 1

Запишемо рівняння ребер 

або
х _ 1 1 х_±_ _ ±

— р^- =— а®° — ~ = — -  рівняння дотичної;

Й ' Й
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І І
х~Тг у~Ті 

2 6 
~-І2 " /2

І 1
Х_23±_>2 Ж  

13 „3 
"72 Т Ї

і і і  або ~ р івняння бінормалі;

г-1 -  у/2 ’ 42 =-1 ■
- або — з~'~Т^2  ” Р,ВНЯННЯ головио, нормалі.

Запишемо рівняння граней 

г - у+г\Г?.;+2у/2^0 -  рівняння нормальної площини;

4 - іЬ 4 - й +,-(;-і)=о’
УІ2Х <-3>Яу + г -5  = 0 -  рівняння стичної площини;

11 3 г о  
■ Д Г ії{у ~ і їГ

4(=-1) = 0,

13.г-Зу-4>/2г-VI = 0 -  рівняння спрямної площини.

Задача 3. Знайти рівняння головної нормалі та спрямної площини для 

кривої 7 - ( і , і г,е') в точці А/(0;0и) -

Розв "озування.

7  = (1,2г,е'), 7  = (0,2,є').

Знайдемо іа, що відповідає точці м(0;0;і)

0 * /0
0 = 'о :
1 = е'-

>го = 0.

Тоді

£  = (1.0.1), £=(0,2Л),

г0'хг;=(-2, -1.2), (£ х £ )х £  = (-1,4,1).

Отже, матимемо

х у г — 1— = і- = - - -----рівняння головної нормалі,
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-1-(х)+4у+1-(г-1) = 0,

Х-4}'-Г 4-1*0- рівняння спрямної площини.

Відповідь: , х - Ау -  г+1 = 0.
- 1 4  1

Задача 4. Знайти рівняння головної нормалі та бінормалі для кривої

X = Vіз у  точці Л(і;1;і).

Розв ’язувапия.

Запишемо рівняння кривої в параметричній формі

Х - Г

У=і

тоді
*о = 'о‘
Уо=Іо 
- 0 = /»

=<і
1 =  /0 ^  Г0 =  1.

І=І*а

Таким чином 

Г = (2М,4/,) >

Т  = (2,0,12/2),

(12,—16,—2),

^ = (2,1,4)

*•= (2,0,12); 

'ь'х'Г=(-б,з,і)>

Сь*/Ь)х'? = (-62,-52,44), = (31,26 -22).

Отримаємо

X — 1 >’-1 г-1
—— = —— = —-----рівняння ошормалі,—О б і

X — 1 _ у — 1 
31 26

= -1 
-22

-  рівняння головної нормалі.

Відповідь: = = £ЛІ = Л і і= £ і1
31 26 -22 -6 8 1

Задача 5. Написати рівняння бінормалі і стичної площини кривої

[хЧ -г=<г . , .
{ > +  , : = 4 , “ ТОЧЦІ А(а,Ь.О).
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Розв ’язуваиия.

Нехай х -  х{і), у  -  у(г), : = Знайдемо /£, 7£. 1 Іродифсренціюсмо рів

няння даної кривої по і

Г 2 .^ 2 .,-;= °
[2п-; + 2гг>0 ' '

У точці а матимемо

х, - 0
Х - о .
< = '

Пролифсрсниіювавши по / систему (1; матимемо 

Гд;2+.хх;+2;2-г” '= 0

Га-*; +о-г; -  о
а х; -^0

, ’ „ '  л => Ь'у'ч = 0 => •
1*-^+<>.=;- о

. < е с

и ,2+>уГ+-;2- ~ ; = о '

Тоді у ТОЧЦІ /1

0 + а - < > І +0 . < - 0  И  + 1 = 0 
о + б Л н о < = о Н 4 Х +,==0;

- ; е с
-%;=і

Отже, <Г=| - і , - і  ! |. 
V, а о

Знайдемо

1 І к
0 0 І

1 І
а ~ ь

-ГМ..).О і

Тоді

с — О >’-6  _ £  _
І  = _ Г ' о
6 я

рівняння оінормалі,

1 ( . ї - а ) - - О ' - « + 0 :  = 0, 
6 а

ах-Ьу-а1 -Ь1 =0 -  рівняння стичної площини.
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Відповідь: = ~ , ах -  Ьу - а1 -- Ь* -  0.

Ь а

Задача 6. Знайти рівняння нормальних площин кривої 7 = (і,г,Р ), що 

проходять через точку л(03;0).

Розв1взування.

Знайдемо похідну 7  -  (1,2/,3/г) .

Рівняння нормальної площини даної кривої у довільній точці матиме 

вигляд

(х-0+2/(у-/2)+Зг(г-/1) = 0.

Оскільки ця площина проходить через точку д(0;3;0), то 

(0-/)+2/(3-/!) + 3/ї(0-г,) = 0 або Зг5+2/3-5/ = 0.

Це рівняння має корені /, = 0, г, = - і ,  /, = 1. Значенням / відповідають 

площини

х = 0, х - 2 у  + 3і + 6 = 0, х г2>’ + 3 г -б  = 0.

Відповідь: х = 0,х-2>>+3-+6 = 0 ,х+ 2у+ З г-6  = 0.

Задачі для самостійної роботи 

1. Знайти канонічний репер кривої:

а) г =(г,/2,/>) в довільній точці;

(Відповідь: г = (1,0,0). й = (0,1,0), Д =(0, ОД).)

б) г = ̂ о(* - 5ІП /),а(1 -  С051),4о СОБ  ̂в довільній точці;

(Відповідь: г = ^ = 5 Іп ^ ,^ с о $ /,--^ , і7=^со$~,-$іп^,оу 

« ( 1 . і 1 / 1 V
І >/2 2’ ^2 2 ■

в) 7 =(/$іп/,/со5Ме') в початку координат;

(Відповідь: ? =
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г) г = ( и \ і г н 4) в точці і ~ 1;

{Відповідь: т --^=(7+з7+2Л),і/ = -^-- (-117+ 9 ]-Як), Р - (-3/"- 7+ЗА).)

Д) +/  V  "’3 в точці /і(і;1;і);
І *  + У  = 2

(Відповідь: ^ ( т Г Т Г 0) ’ Д =№ °-')-)

е) ^  V  V  ~9 В ТОЧЦІ л(і,2;2).
І хг+ / = 5

(Відповідь: Г - ( - ^ . в ) .  = Д = С0.0.-1)-)

2. Знайти рівняння головної нормалі кривої г = (і,гУ )  в точці / = 0.

{Відповідь: х = ~  = .)
-4 -1

З.Знайти рівняння стичної площини кривої 7 = {аСО$1,Ь5ІПІ1сг) в точці

/ф;0;і).

(Відповідь: Ьх -  ау+аЬ-+2аЬ -  0.)

4. Знайти рівняння бінормалі і стичної площини кривої

<4 3 -

' = 7
_ = _1_

2.x

В ТОЧЦІ

- І  - _ і
{Відповідь: у р  ~ —— = _ І1  )

5. Знайти рівняння бінормалі кривої ' = 7 В ТОЧЦІ

1 - _ І
а -{Відповідь: - у -  = —у - = — .)
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В ТОЧЦІ6. Знайти рівняння нормальної площини кривої Г  у
І У^х

.4(3.3,18).

(Відповідь: х+у  т 11г -  222 = 0.)

7. Довести, що нормальні площини кривої Г = (а5ІПГ,а$ІП/СО$1,йСО$/), 

0 £ / < 2.т проходять через початок координат.

8. Знайти рівняння граней супровідного тригранника кривої

вточиі

(Відповідь 12>/2х-24у-1 = 0, 12л/їхі 12^-13-0 , 8г-лЯ = 0.)

[ ’1='9. Довести, що головні нормалі кривої < у^-віпі у всіх її точках парале-
ІГ = -С05/

льні до площини У02.

10. Знайти рівняння бінормалі і етичної площини кривої | л +/  Ь" ~ 9 у
І х +у  — 5

точці л(і,2,2).

(Відповідь: — = ^ = — , 5х-% \у-№ :л  750 = 0.)
—5 81 128

11. Знайти рівняння етичної площини кривої Р = Г /,~ .—1, що проходить
V 2 ЗуІ

через точку /ф,0,9).

(Відповідь: 9*-6і’-гг-9 = 0.)

12. Знайти рівняння головної нормалі і спрямної площини кривої 

\х -ту - -  -1 вточці
І *У = -

(Відповідь: = = 3л+3.у+4г-10 = 0.)
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Тема 5, Кривіша плоскої кривої.

Натуральні рівняння кривих

Кривина плоскої кривої відповідно до заданого рівняння обчислюється за

формулами:

і) М \ (1)

2 ) у = т ,  - \ , 7 (2)

Г*
Т

о
3) Р(х,у) = 0, ^ * (3)

4 к - (4)

[* = *(*) Рівняння \
І5 = 'Ф )

(5), які однозначно з точністю до руху визначають

криву в просторі, називаються її натуральними рівняннями.

Натуральне рівняння плоскої кривої має вигляд

* = * (4  аз=0 (б)

Задача 1. Скласти натуральне рівняння лінії у - 4 ^ .

Розв ’язування.

Знайдемо довжину дуги кривої:

5=  |,/ГТуГЛ = } ^ І г ^ )  Л  = = ±((9х-и ()«  -8 )

Отже, 5 = ^((9х+4)у:-8).

Визначимо х через 5  

(9.x + 4)^ = 275 + 8, 9х+4 = (275 + 8)%
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_ (275+8У* -4  
* ’ 9*

Знаходимо кривші)' даної лінії за формулою (2).

, 3 г- . З 4-/х 6
У ~ » У ~ . г  * * = у = "7- у •2 4>/х (4+9.х)/ї >/х(9л + 4)/і

8

Оскільки (9.x т 4)^ = 275 + 8 , то 

^  >/(2751-8)^-4

Отримуємо таке натуральне рівняння кривої

6*=
18(275+8)^(275 +8)^-4

Відповідь: А- =

; /-X = (7 СОН —
4

V = (351Л —
4

18(275+8)>/(275 + 8)-̂  -  4

Задача 2. Знайти натуральне рівняння астроїди 

Розв 'язувания.

Знаходимо довжину дуги кривої

, 3 , / . /х =— а со з—ят —
4 4 4

, 3  . ї / І
у  = —0510—005- 

4 4 4

"' = ‘ Т І('2“ 545ІП1  + С05'4 )
, 3оЛ, . і г і , Л  *

У =—ті 2$ш-соз -+соз -  І . 16^ 4 4 4;

•і >1 9 ) 4 / . 2 І 9 І ■ 4  ̂ ] / 9 2 . 2 / 1 / (  .  ̂ »: + )’ = — а соз - 5ш, - + —а зіп -соз -  = — а зііГ -соз1 -  соз2^ з і п г -  
16 4 4 16 4 4 16 4 4 \  4 44>

9 2 . 2 / і І = — а 5Ш -соз - . 
16 4 4
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ГТг 77 З І . І 3 . /
* 4 4 4 8 2

_ з г . / , з |Г з і5ІП-Л =--Л С 05- “ --- ОС05-.
8 |  2 4 2|, 4 2

Обмислимо кривину кривої за формулою (1)

(•<■’-^Ч іЬ -п  і  

Ж і
З з - з /-а 5!П -- 
8 2

За$іп -

Визначимо і як функцію від 5

со$- = — 5 . 
2 ] 3 а

■ І51П-
2

2
’ ЗяА '

‘“,Г ”'И ; 1) *Ш'-

ЧИ-Ш-
45: + І  =  ̂ -  натуральне рівняння астроїди.

Відповідь: 451 + 4- = (Г— 1̂ •к- \ г )

125.Задача 3. В якій точці параболи у1 = 8х радіус кривини дорівнює —  ?
16

Розв ’язування.

і 0 + у ) *Радіус кривини Я =
* \у І

Знайдемо у \ , у \ .
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У  = 8л*, 2)у' - 8 , У = - , У  
У

Таким чином

4 16
У ’

У об+У )1

16

ТОДІ >/(16 і-У)1 =125, (16 *-УУ = 1252,16+У =25, у = ±33х = ~.

Отже, існує дві точки і що задовольняють умову задачі.

Відповідь: А

Задача 4. Знайти кривину кривої Xі +У -Злу = 0 в точці

Розв’язування.

Оскільки крива задана рівнянням Р(х,у) = 0 , то кривину можна шукати, 

користуючись формулами (3) або (2). Розглянемо ці два випадки.

Перший спосіб. Обчислимо похідні

Р " = 3 .4 - 3 ^ ~ ,  = = ^  = 6X0 = 9; ^ = 6 Л = 9 ; ^ = - 3 ,

тоді за формулою (3) обчислимо кривину

Другий спосіб. Скористаємося для обчислення кривини формулою (1). 

Обчислимо похідні у ,  у* за правилом диференціювання неявної функції 

Зу х^-у
г~ і ) Л  чл, 3>* — Зд: х -у
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- ді ~ 2ду г +у+у\ 2хгу - у гх) 
у , ~ ( * - / > '

,  _ хг -2ху1+ у+ у\2хгу -} ? х)
} '~  ( * - / > ’

х20-  2хГ,)і \ у  + у0(24 у 0 -  Уо-Хр) _ 32 
(•то- ^ ) 2 '  З '

Толі

Л М  7  г /г
(і - л ')к ( і+ (-і)!)х  3

Відповідь: к = ̂ - .
З

Задача 5. Знайти натуральне рівняння гіперболічної гвинтової лінії

7 = (асіїї, аяігі, аі).

Розе ’язувсшня

Для цієї кривої довжину дуги, кривину і скрут ми знаходили в попередніх 

темах. Скористаємося цими результатами:

5 = а & І ,І ,я = к  = —1-г(*).2асИ І
Виразимо і через 5

, 55І1І — ----7= .
ау/І

Тоді

с/і7=1-г*//2ґ = і + 2а2 -г 8г 
2аг

Підставивши це значення сіїї у формулу (*), одержимо

1 аае= к~-
2 а (2 аг+52) 2а1+51

-)пг

Натуральні рівняння даної кривої мають вигляд

г г- °
2а1+ 5 "  2а1 + 5і *

Відповідь: * = ~ т -
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Розглянемо задачу на знаходження параметричного рівняння плоскої 

кривої, знаючи її натуральне рівняння. Натуральне рівняння плоскої кривої 

А- = В Д , ае -  о . А параметричні рівняння кривої такі

|со$«<&+д:0,

і
У -  {зіисиЬ+Уо,

у.
і

де аг= |* (5)Жч-а0, а0 -  кут, який утворює дотична в даній точці до кривої з 
і»

віссю ОХ.

Задача 6. Знайти параметричне рівняння лінії, знаючи її натуральне 

рівняння ^-=16аї - 5 г.

Розв ’язубання.

Знайдемо кривину к як функцію від 5

к ~ М а 2- 5 г ’

Визначимо кут а дотичної до кривої з віссю ОХ 

*г 1 5а  = ■ , ===. - =сІ5 -  агс5іп — . 
}уІ16аг- 8 г

Таким чином,

Тоді

Звідси

5 5а -  агсзіп— =>$іпа = — =>5" = Аазіпа => <Ь ~ 4 а со$ асі а . 
4 а 4 а

5 1 1 (  іг= |со5«Л = 4а|со51 а</а = 2а|(1 + со52а)с/а =2а| а + -$іп2сг і = а(2г-‘-5Іп20* 
і  о о  \  ^  ) й

5 і
у =Ла а со$ асі а = 2а |$га 2 а сі а =а (- со$ 2а)£ = о(- С05 2/+1) ■= а(1 -  С05 2().

1 о

[лс = а(2/+5Іп 2І) . . . . . .
\  у -  а(1 соя’ О ~  паРаметРИІ,н1 рівняння даної кривої.
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Відповідьіль: \ * - а^  
[ у = а(1 -<

5Іп2/) 
СОБ 2/)

Задача 7. Знайти кривину кардіоїди р = а{1»созр).

Розв ’язувапня.

Обчислимо ПОХІДНІ /?'=• -05ІП<р} р ' - - а С05<3 і підставимо у формулу (4)

р ‘ + р°  = а1 (І г соя<р)г -г а2 5Іп2 <р -  аг (1 + соя2 (р + 2соя#» *■ зіп1 <р) -  2а1 (1 + соз<р),

р 1 + 2р’г + рр" -  а1 (1 + соз фу + 2аг зіп2 + а‘ (с° 5 V+ соз1 Ф) -  а1 (1 + соз2 <р+2 соз <р + 2 зіп2 (р + 
+соз <р + соз2 (р) -  3 а1 (1+соб <р).

Таким чином

, За2 (І* соз р) З _ З _ З

"г^ЙоЧі+сю*.)* 2720(14-005?.) 2 ^ 2 0 0 5 =  |  "40005

Відповідь: * = — -— .
4асоз -  

2

Задачі для самостійної роботи

1. Знайти кривину кривої у=зіпх в точці /0 = ~ .

(Відповідь: к = 1 .)

2. Знайти кривину лінії
. [ X — СОЗ1 "г / 5Ш /

в точці / = —.у = 5га/-/С05/ 2

{Відповідь: £ = —.)

3. Знайти кривину кривої х2У = (а2 -  У )(6-гУ).

4. Знайти кривину кривої р = а<р.

„ * = 3г

(Шиоо/Оь: »■
а(у'-7Ьу' +а-ЬгУ‘

{Відповідь: к = —“'г --.у . )
а(] + У)^

5. Знайти кривину к р и в о ї ^  , в точці/ = 1 .

37



(Відповідь: * = - .)

6 . Знайти натуральне рівняння лінії
.х = у(2со5/ + со$20 

у — ~  (2 піп /+ 8Іп 2і)

( Відповідь: 5і + ~  а2.)

7. Знайте натуральні рівняння лінії 7 = (асозг,а$іп/,А/).

(Відповідь: к = - ■-а  , , ас =  - і - т у  •) 
а +И а + Л

8 . Знайти натуральні рівняння лінії г -  (є\ є",уі2і) .

(Відповідь: А = , а е =4+5* 4+5

9. Знайти натуральні рівняння лінії г =^ог,о>/21п/,^.

(Відповідь: х  =  А = ^ г ^ .г  ■)

Ю.Знайта натуральні рівняння лінії г = (асо5 /е',сі5іп/с',,6е').

(Відповідь А =-

11.Знайте криву, натуральне рівняння якої А-= ^=-

(Відповідь:
д: = --(/зіп /+ со5/)

V . •>; , = - ~ 0 с° 5 / - 5 т г )

12.3найта параметричне рівняння лінії, натуральне рівняння якої р- = 2 а$.

(Відповідь: І х " о(со5Н  «5ІП' ) )
[у-а(5ІПГ-/С05Г)
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ІЗ.Знайти криву, натуральне рівняння якої 5* + — = 4.

{ В і д п о в і д ь :

* =  - ( /  г$ІП і) 

у  = - ” С05/

И.Знайти натуральне рівняння кривої р*2а{\-со$<р).

{Відповідь: 5г + ~  = 640і .) 
к
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Тема б. Особливі точки плоских кривих.

Дотик кривих. Дисіфиміпаитна крива.

Стичне коло

/. Особливі точки плоских кривих

При розв’язуванні прикладів на знаходження і дослідження особливих 

точок досить обмежитися кривими, заданими рівняннями в симетричній формі 

Д х ,;0  = 0 . Для цього випадку координати особливих точок повинні 

задовольняти співвідношення

[Д-М ’) = 0

і = 0 .

I
Якщо 5 = -  дискримінант кривої, обчислений в особливій

точці Д/0, то при:

1) 50 < 0 -  особлива точка -  вузол (або точка самопсрстину),

2) <50 > 0 -  ізольована особлива точка,

3) 60 = 0 -  точка з подвійною дотичною, точка звороту.

Задача 1. Знайти особливі точки та визначити їх характер для кривої 

Xі + Vі -х 2- у г = 0 .

Розс 'язування.

Знайдемо Рх -  Зх2 -  2х, Ру = зУ -  2у .

Система
У + У - У - У  = 0

*(3х -  2) = 0 має розв’язок (0 ,0 ).
у(Зу-2) = 0

Отже, точка о(о,о) -  особлива точка.

Визначимо характер цієї особливої точки

Ра = 6 х -2 , Р °= -2 , Руу = 6у-2 , Руу - - 2 ,  /\у = 0, ^  = 0. 

Дискримінант в цій точці буде рівний
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б0 = (—2)(—2) — 0 = 4 > 0.

Тому початок координат є ізольованою точкою кривої.

Задача 2. Знайти особливі точки та визначити їх характер для кривої

х5+у3-Загу = 0 .

Розв ’язування.

Знайдемо Ря = іх7 -  3ау, Ру -  3у г -3 ах.

|У + у 3-3длу = 0
Розв’язком системи рівнянь  ̂ х2-ау=0  с точка о(о,о) -  особлива

[ у1-ах - 0

точка.

Визначимо характер цієї особливої точки:

= Ь*., - 0, Р  ̂= 6у„ = 0, -За .

Тоді = -9а7 < 0 .

Отже, початок координат є вузлом з дотичними, що збігаються з осями 

координат.

2. Дотик кривих

Нехай дано дві криві у, Х Х̂ ' , у,: /•'(*, у) = 0 і Л/,(/0) -  спільна точка цих 
.}= )« )  ‘

кривих. Позначимо через ег(/) = .Г(*(/),у(/)) = 0.

Якщо сг(/0) = аг\(0) =. = с7"00) = 0, а о-я,,(/0)^ 0 . то криві мають в точці Л/3 

дотик л-го порядку.

Якщо ж у, • у = Дл). У2 : V = Дх), ТО сг(х) = §(х) -  Дх).

Задача 3. Знайти порядок дотику кривих | х ~‘2 і х2 = 4 у-2 у2 в точці

0 (0.0).

Розв ‘язуванпя.

Складемо функцію а(і) = і2 -41і +2/*= 2Ґ - Зі2. 

Знайдемо ій, шо відповідає точці 0 (0.0).
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ст(0) = 2 0 -3 -0  = 0, 

(т'(0) - 8/а - 6г0 = 0 , 

сг'(0) = 24/д -  6 = - 6  * 0 .

=>г0 = 0 .

Тоді матимемо

Отже, в точці 0(0.0) криві мають дотик першого порядку.

Задача 4. Знайти порядок дотику кривих у = соз х - 1 і у - х г в точці 0 (0,0).

Розв ’язуваиня.

Складемо функцію 

а(х)=хг-со$х+1 , 

а(0) = 0 -соз0 + 1 = 0 , 

а ,(0) = 2да + 5Іпхо= 0 > 

а'(0) = 2 +соях,, = 2 + 1  = 3 * 0 .

Отже, криві в точці 0 (0.0) мають дотик першого порядку.

XіЗадача 5. Довести, що криві у = $іпх і у-ах*——+х мають в початку
о

координат дотик третього порядку.

Розв 'язуваиня.

Складемо функцію

сг(х) = зшх-ох4 + -— х, х„ = 0 ,
6

а(0) = 0,

ст'(0) = со5х3- 4ас’ + ^ - - 1  = 0,

сг’(0) = -зіп х,в - 1 2  ах£ + х̂  = 0 , 

о-"(0) = -С05х0 -  24аха +1 = 0, 

о п (0) = зіп Хр — 24о = -24а * 0.

Отже, в початку координат криві мають дотик третього порядку.
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3. Дискримінаційна крива

Нехай Р(х,у,с) = 0 -  рівняння сім’ї  кривих. Рівняння дискримінантної

кривої для цієї сім’ї

Нх,У,с) = о 
Рт(х,у,с)~ 0

Задача 6. Знайти дискримінантну криву сім’ї  парабол 

/Ч*О'.е) = (* + е ) '-^ ’ + у }  = 0 .

Розв 'язування.

Знайдемо Рс=2(х+с)-с.

Тоді визначимо с із рівнянь системи

■ с і
4 =>л3 = - у  -  дискримінанта крива. 
с

Х~ ~ 2

Оскільки кожна з парабол даної сім’ї  не має особливих точок, то дискри

мінанта крива .г3 -  - у  є обгорткою даної сім’ї  кривих.

Задача 7. Знайти дискримінантну криву сім’ї  напівкубічних парабол

Р{х ,д\с)-=(х* с)2- У  =0.

г (  ггл с3 с2
(*+с)з- и + ~  =о т ^ +т{ І 2 ! ^>\ =>

с[ 2(х-гс)-с = 0 х+с = -  2

Розв 'язування.

Знайдемо Рг - 2 (х+с).

Рівняння дискримінантної кривої

(х -с )3 - У  = о _ Г  у  = 0
2(.х+с) = 0 І л - г с - О ^ '

0 .

Дана дискримінантна крива у  = 0 є множиною особливих точок. Обгортки 

немає.

4. Стичне коло

Якщо крива задана рівнянням ;> = /(* ) , то координати центра і радіус 

стичного кола знаходимо за формулами

43



’ " И '

Якщо крива задана параметричними рівняннями {* = *(<)
\у -У «У

то

Хл х V11л X/
а {„’2.,.ч\Уг<Уо-)&’ . п (*?+У?У

Р=У>+*о - ^ Ь
ХоУо-Уо*,

Якщо крива задана рівнянням в полярній системі координат р = р(<р), то 

переходячи до параметричного рівняння в прямокутній системі координат

(* = />С05©<{ можна знайти координати цеіггра і радіус стичного кола
ІУ -Г —- рзиир

к  _ 
р г ±2рл -р р я

Задача 8. Знайти координати центра і радіус стичного кола еліпса

{.X = 0005/

у  — Ь$ш('

Розв ’язування.

Обчислимо похідні

х '  = - а $ \Ш , х' = -асо5/,

у '-Ь созі, у ' = -6зіп/.

Тоді

. *соз/(о 5іпг/+6 С05‘ /) а - Ь __І. п яГ=ЯС05Г-------7"—;-----;----ї-------------- 005 ! >Р = -----Г---51П / ,аЬзт’і + аЬсоз І а Ь

(аг5тгі + Ьг соз1 ґ) '2 (а2 біп2 / -*- б2 С053 /) '2
аб5Іпг/та6соз2/ аЬ

ег-Ь 1 а1 -Ь г і (а2$тг/+6*со8*/)^
ідповідь: а = -----—соз51, р  - -------—зіп51 , Л = ------------ -------- — .

а Ь оЬ
Відповідь
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Задача 9. З н ай ти  р ад іус  сти ч н о го  ко л а  д л я  астр о їд и  зУ1 уу^  -  .

Роїв 'язуванни.

(і+уЛИ
Радіус стичного кола обчислюємо за формулою Л = ■ , .

Знайдемо у  і у" для функції у =

-V ’ •
у’ = Л ( і Т ‘ . у̂ : у =. 

А * ) хг

Таким чином,

( і

- п Г'Х-У 
х~' 1 І у~Цх'+у>

Зх>

_ у  1 X3 -гУ 

З.т’ З* 1
» і •

3.x’V’

(  А
сР

X*\  /1
3 * 4 і

- = За’.х’ у3 = 3(ахуУ.

Відповідь: Л = З(лгу)’ .

Задачі для самостійної роботи

1. Знайти особливі точки і визначити їх характер для кривих:

а) Xі -і-у1 = ху\ {Відповідь: 0(0,0) точка самоперетину.)

б) Xі і-у’ -  о1; {Відповідь А(О.а); В(О.-а): С(а,0); О(-а,0) -  

точки з подвійними дотичними )

в) (*г -і-у1)! = 2а1 (х2 - у 1). {Відповідь: 0(0.0) -  точка самоперетину)

2. Знайти порядок дотику кривих в точці 0(0,0):

а) І * -5 ™* і х1 -2у-\ у \  {Відповідь: п-1.)
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б) у = х*- 4д-5 і >»=3хг-2х4; (Відповідь: п=І.)

в) у =$іпх і у - х  + 2х?; (Відповідь: п=2.)

г) у - х і +2хі і у -2 х і - х \  . (Відповідь: п=2.)

3. Знайти рівняння лискримінантної кривої для сім’ї  кривих:
4

а) Г(х, >», с)= (х+с)2 -  (.у * с)}; (Відповідь: у - х = 0 , х -у + ~ -  = 0 .)

б) Г(х,у,с)=(х-с)'-(у+с1)1; (Відповідь: х = с+^у-, ;' = -с1- у ,  х

у=~с -  множина особливих точок.)

в) Г(х,у,с) = (х+с1)’ - 0 ' - с )3 і (Відповідь: х = -с1 -г -~ , у  -  с - ~ .  х -

у=с -  множина особливих точок.)

г) Г(х,у,с) = (х+сг? - (у -с ) 2. (Відповідь: х = с: ± , у = с± 1 ■ .)
>/6с ^(бс)1

4. Знайти радіус стичного кола для кривих:

а) х1 =2Ру;

б) хг- у г=аг;

в) р=в(1+со5?>);

Гх=а(Г-5ІпО 
\у  = в(1-СОБ/)'

(х1 + ог ̂
(Відповідь: Л = -— -— — .) 

(Відповідь: К -а .)  

(Відповідь: Я = у  а соб у .)

(Відповідь: К = 4а$іп^.)

46



Тема 7. Еволюта та евольвента кривої 
Еволютою кривої у називається геометричне місце центрів кривини 

кривої. Еволюта є обгорткою сім’ї  нормалей кривої. Евольвентою кривої у 

називається крива у , по відношенню до якої крива у є еволютою.

„ .. І х -  х{() .
Для кривої < ^  рівняння еволюти має вигляд

Г.х - х - у
ху -у х

, ХЛ т  V іч = у+х  ■ -г ■■■■
ху -у х

Задача 1. Знайти еволюту еліпса
л = асо$/ 
у = Ь$іпі'

Розв 'язування

Оскільки координати центра стичного кола еліпса ми знаходили раніше, 

то матимемо

-  а'-Ь~ іх - ------- сох /
а

а1 -Ь: 3у - -------- 5 т і
о

Оскільки а2-Ь1 =сг, то

Визначимо з цих рівнянь параметр і

I  а х - с 2 со з11 [ ( а х ? 2 - сох11

Замінивши х та у на х та у  матимемо

=>(аху''+ (Ьу/'
«/

= с/1.

2/ 1/ і/
(ах)/я +(Ьу)А =с/і -  рівняння еволюти еліпса.

Ця крива нагадує астроїду і отримується з неї розтягом по вертикалі. 

Задача 2. Знайти еволюту параболи у1 -2рх.
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Розв ’язувания.

Знайдемо похідні у  та у9

= / = ^ = - 4 -

Тоді

.х = х - — —
£ 1

V
Зх+р

и К -
; . - у ,  У  -  у' - ± 1П*-Єр~'

X- р = 3х Г(х-/7)ї =27х3
8.x’ =>< Г ’

У - —  V = - 
Р

8/
Р

Р_
V

(1-^У = 27 8 8
Р = > у г - ------(іс-р)’ або у 2 ~ ------ (х-рУ  -  рівняння еволюти даної

8 27р 21 р

параболи.

Це напівкубічна парабола з вершиною в точці (р;0). 

Задача 3. Знайти еволюту логарифмічної спіралі р -  а*.

Розв ’язуваиня.

Запишемо рівняння даної кривої у вигляді

{.х = а* со5 <р 
у  = а9зіп<р

Знайдемо похідні х \  х' та / ,  у* по <р

х' = а9 Іп а со$ <р -  а9 зіп ер 
у' -  а91п охіп (р + а9 со$р

Тоді

х" =  а9 Іп1 а соз <р -  2а9 Іп а 5Іп <р + а9 со$ <р 

у9 = а9 Іп2 о5Іп <р т 2а9 Іп осоз^» -  а9 5Іп ір

!.х = -а9 $іп <р\аа 
у = а 9 СО$ф7ІШ7

радіус вектор центра кривини р  = -]хг + уг = а = а9 Іпа.

Якщо взяти Іп а = а9*, то матимемо р -  а9*9* -  еволюта даної кривої р - а 9. 

Відповідь: р  = а9"*.

Задача 4. Знайти евольвенту еліпса і*  ~ аС05/
[у-Ьвіпі
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Розв ’язування.

х -  -авті 
у'^Ьсові

. 5 -  іп* і+ Ь 1 соя* (Ж -  6>'(/).

Тоді

х«всо8/ - ( - а д + С ) ^
О {І)

у = Лзіп/ + (-$ (/)<
-  рівняння евольвенти еліпса.

Відповідь:
х -  </со$/-  (-5(0 + С)

о {()

у  = Ь 5ІП /+ (-5(1)+С) ~  -

Задачі для самостійної роботи 

1. Знайти еволюту астроїди | ЛІд- = а со$ і 
у -а в іп ' і

{Відповідь.

2. Знайти еволюту еліпса ^т+~г -1 •
а* о*

(Відповідь:

л = асо5, /~За5Іп1/со5/ ^
У = Я5ІП, /-гЗйС05*/5ІП/

аг -Ьг ,•Х =-------С05 /

о*-а . , у = — -— $ш /

3. Знайти сволют>' циклоїди
[х = й(/-5ІП/) 
{у = а(І-со$/)

(Відповідь:

А. Знайти еволюту кардіоїди р = Л<р.

х = а(/+5іп/) 
у = -а(1- сов/) •)

{Відповідь:
Х = Я/СО5/-Я-^т (5ІП/ + /СО‘»0

2+г

у  — Л/5ІП / + Д —у (со5/ ~/$іп І)
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X V5. Знайти еволюту гіперооли —• = 1 .
а Ь

{Відповідь:

а1 +Ьг х = -------- с/г/

б. Знайти еволюту у -а с Ь -,  а

{Відповідь: 4
1 , X .X  X----VI—сп- ч
а а а .у
 ̂= 0.
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РОЗДІЛ II. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНА ГЕОМЕТРІЯ ПОВЕРХОНЬ 
Тема 8. Поверхня та її рівняння

Дотична площина і нормаль до поверхні
Поверхню можна задати такими рівняннями:

Гдс=лг(и,у;

1) г -г(и,у) -  векторне рівняння поверхні або \у=у(іи*) -  параметричні
| г = ; ( и. у)

рівняння поверхні;

2 ) = -/(х ,у )  -  рівняння поверхні у явному вигляді;

3) У(х,у,:) -  0 -  рівняння поверхні у неявному вигляді.

Рівняння дотичної площини до поверхні, заданої рівнянням ? = г(и,у) мас 

вигляд

Рх (х -  х0) -г Рг (у -  у0)+ Р, (г-  Г0) -  0 або
У~ Ус - - - (

ХІ / в
X* УІ г®

= 0,

а рівняння нормалі

*п _ У ~ Уо __ - ~ -о , де рір^р^рд І Р = г,хг,.
Рх Рг Рг

У випадку задання поверхні у вигляді У(х,у,:)~ 0 матимемо такі рівняння 

дотичної площини і нормалі відповідно

/? ( * -* )  + г ; ( у -у 0)+Г,°(:-=0) * 0 ,

Х - * я _ У-Уа =~-с 
Ґж ґ;  У°

Якщо поверхня задана рівнянням х = /(х .у ), то рівняння дотичної 

площини і нормалі матимуть вигляд відповідно

- / і (*-•*!.) + / * (У-Л)»

_ У-Ул _  ~ - - о

/,; - і  ’
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Задача 1. Написати рівняння дотичної площини і нормалі до еліпсоїда 

х = дсозусози

у  = 6сОЗУ5ІПН або Г =(ДС05УС05И,6СОЗУ$ІІН/,С$ІПУ) В ДОВІЛЬНІЙ ТОЧЦІ.

Т-СЗІПУ

Разе 'язувашій.

Знаходимо г9 = (-дзтисо5У,&созі/со5У,0), Т9 -(чгсозмзту.-бзтдзіпу.ссозу).

Тоді

гш х 7Г = (Ьс соз и соз1 V, дсзіп м соз2 V, аЬ $іп V соз у) .

Таким чином, рівняння ДОТИЧНОЇ площини буде

(х -  д соз у соз и)Ьс соз»/ соз1 у+ (у-6  соз у зіп а)ас зіп її соз2 у (г -  с зіп V )с соз у = 0, 

а нормалі

Х-ДСОЗУСОЗН _  у - Ь СОЗ V ЗІП Н _  С-СЗШ У

Ьс соз и СОЗ* V дсзіп і/соз2 V ссозу

п . • х —д  С05 V соз и у - б с о з у з і п и  г - с зіп уВідповідь:  ---------- г - =-— :------- —  = -----------,
ОС СОЗ М СОЗ У д е  ЗІП М СОЗ V ССОЗУ

(х -  д соз у соз и)Ьс соз и соз2 у+(у -  і  соз у зіп н )ас зіп и соз2 у+(г -  с зіп у)с соз у = 0.

Задача 2. Знайти рівняння дотичної площини і нормалі до поверхні 

V  + 2і -12=0 в точці Л/(і,2,2).

Розв 'язу вання.

Поверхня задана рівнянням вигляду Г(х,у,г) = 0 .Тому 

Р .= у \  /\в= 4 ,

Р, =2ху, /-;= 4 ,

р, =3г2, /?  = і 2 ..

Тоді

4(х-1)+4(у-2)+12(г-2) = 0 або хч у+ Зг-9  = 0 -  рівняння дотичної площини, а

* - І  у - 2  г - 2  _с _ х —1 у - 2 2 - 2
4” = “іУ  аб°  -----Р1вняння нормалі.

Відповідь: х+у+з=-9 = 0 ; = або 1 ^ .
4 4 12 1 1 3

Задача 3, Знайти рівняння дотичної площини і нормалі до поверхні 

г = х4-2ху’ в точці Л/(0,-1,0).
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Знайдемо похідні 

У > 4х’ -2 У , /,°=:2,

Л = - 6лУ, / г° - 0 .

Огжс, рівняння дотичної площини має вигляд 

: -2 х  або 2х -  0 ,

а нормалі

£  _ у  *т* 1 _ Г 
2 0 “ - 1  '

Відповідь: = = 2х або 2х-г  = 0; -  = =
2 0 - 1

Задача 4. Дано поверхню лЧ Зу 1 -гг: = 1 . Знайти рівняння дотичної пло

щини, паралельної до площини 2х +А у  «• г = 0 .

Розє 'язування.

Дх,>\=) = хї + зУ + г ї - 1 .

К-=2х, К = 2х0,

^, = 6 V, /?  = 6у0,

/ • - 2г, ^  -  2 -0 •

Рівняння дотичної площини запишеться у вигляді 

2(х -  х0 )хс + 6(у -  у0 )у0 -р 2(г -  г„ )-0 -  0 .

Оскільки точка дотику А/(хв,ус,г0) належить поверхні, то

^>Зуо, +--*-І=0 (*)

З умови паралельності дотичної площини і площини 2х+4хту-0 випли

ває, ЩО ^- = ̂ -  = ^- = 1'. Звідки х3 = 2к, у0 = 7 * , Г0 = Л.
2 4 1 З

Тоді рівняння (*) матиме вигляд

4А: +3-^Аг+Лг = І,

Роїв ’язувсишя.
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"**» * '* * £ '» “*%§• *••*%■
Підставивши ці значення х0, у0, с0 у рівняння (*), одержимо остаточно 

рівняння дотичної площини

у/93 . л/932 х ^ А у ^ - ^ ~ -  і 2х+4;ч  г = - ^ р

Отже, умову задачі задовольняє дві площини.

Задачі для самостійної роботи

1 . Написати рівняння дотичної площини до прямого гелікоїда

7 = (иСО$У.И5ІП у,ау) В ДОВІЛЬНІЙ ЙОГО ТОЧЦІ.

х —и со$ у V—нліпу г -а у(Відповідь: азіп у • х -  а соз у -у+ іс -  аш> =• 0 , )СГ5ІПУ -ОСОБУ

2. Написати рівняння дотичної площини і нормалі до поверхні ху= = а’ в 

довільній точці (.Хз,у0,ге) .

(Відповідь: .ху0-0+З’̂ 'о + =*Ь>’0 ~За* = 0 , = У~Уо - )
Уи~іі *о-и *оУо

3. Знайти рівняння дотичної площини до тора 
7=((2+Зс05и)с05у1(2+Зс05і/)5іпу,35Іп«), паралельної до площини Х+у + - + 5 = 0.

(Відповідь: х+у+г±2>/2±Зл/з=0.х+у+г±2л/2+3>/з = 0 .)

4. Знайти дотичні площини поверхні г = хч-2.гу\ перпендикулярні до

прямої х - \  У - + \

-2 6 1

(Відповідь: 2х-6у-:+ 3  = 0 ,2 х -6 у-= -6  = 0.)

5. Знайти рівняння дотичної площини і нормалі до поверхні ~=хг +3у1 в 

точці, для ЯКОЇ X = 1, У = 1.

(Відповідь: 2х+6 у- г+ 4 = 0 , Л  
2 6 - 1  '

6. Знайти рівняння дотичної площини до поверхні Xі + 2 / -ГГ2-1 = 0, 

паралельної до площини х - у + 2г = 0 .
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(Відповідь: х,(х-хл)-\2уп(у-у0) і го(г-г*) = 0, Ос? (хь,у0,:0) -  мочкя Оош/лу.

7. Знайти рівняння дотичної площини і нормалі до поверхні 

х‘ + у* — х "т 2у + 4г — 13 ~ 0 в ТОЧЦІ Л/(2,1,2).

(Відповідь: 3.x + 4 ут 4г - 18 = 0, .)
3 4 4

8 . Для поверхні хус = \ знайти її нормалі, що проходять через початок 

координат.

(Відповідь: х -  у  = =, -х=  у = г, х - ~ у -  -, х = у - - : . )

9. Для поверхні х}~ ~ 1 знайти рівняння дотичної площини, що 

паралельна до площини х + у ^ г - 1 = 0 .

(Відповідь: .х+у + -+] = о.)

1 0 .Знайти рівняння дотичної площини до сфери х1+ уг +=1=а в точці

А(0.0.а).

(Відповідь: : - а  = 0 .)
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Тема 9. Перша квадратична форма поверхні

Перша квадратична форма поверхні г = г(«,»•) мас вигляд

І  = ск: -  Есіи1 т  2 /чЛ«Л'+ С</у2 , ( І )

ДЄ £ = / / ,  Р - г т-7у, С = гу

Якщо ж поверхня задана рівнянням = = /(х ,у ) , то

І -сЬ ' = Е(іхг + 2РсІхсіу+Ос1у1 (2)

д е£  = 1+/,: , £  = / , - / , ,  0  = 1 -Л 2

Задача 1. Знайти першу квадратичну форму гелікоїда г = (и соз у,м $іп у, оу) . 

Роїв 'озування.

Скористаємося формулою (1):

Г = (и С05 V,И5ІП у,оу) , 

ги = (СО5У,5ІПУ,0), 

г = (-« $іт\исо5У,«),

Е - 7 2 = со$2 у+5Іп2 у = 1,

£  = г„ • г4 = -и  5>іп у со$у+ и со$ У5Іп у + а • 0 = 0,

0  = 7У = и2$іп: у+н2С052у+а2- и 2 ^а2.

Тоді

/  = Л 2 = сій2 +(ц2 +а2)Л’2.

Відповідь: /  = Ж2 = <іи2 + (м2 + а2 )г/у2.

Задача 2. Визначити першу квадратичну форму параболоїда 2 - х 2 * 2у' . 

Розй 'озування.

Знайдемо коефіцієнти Е, Р, С:

£  = 1+ // = 1 + (2х)2 = 1+4х2, Г = /г - /у =2.х-4у = *х)’, 0  = 1+/? =1+(4У) = 1-И6;’2.

Тоді згідно формули (2) матимемо 

/  я <&2 = (1+4.x2 )Л 2+1 ЬхусШу+(1+16У )<іуг .

Відповідь: І = (ІЗ1 = (14 4*2 )еіх2 +1 вх)хІхсіу + (І +1 бУ )еіу1.
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Застосування першої квадратичної форми 

до вивчення внутрішньої геометрії поверхні

Довжина дуги кривої Iй розміщеної на поверхні /•-/•(«,у),
[> -у (0

обчислюсться за формулою

5 = + 2 Р - - — +С 
(її (її

(її (3)

Якщо дві криві на поверхні г = г(и,у) перетинаються в деякій точці А і 

мають в цій точці напрями (<Л<,</у), і (&/,<?у), то кут <р між ним обчислюється за 

формулою

ЕЗиби-і Н{(іи8ч+диеії)+С<іу8 у ...С05 <р = ~7 = = = = = = = =  -■ -Л  ■ (4)
чІЕсІн1 +2РсІи<Іу+Се1і'г ■ VЕ8и2 ~ 2/,'<5м<5у+С8\>г

Координатна сітка (і/,у) на поверхні ортогональна тоді і тільки тоді, коли

Е(і/,\>)-0. (5)

Площа $ частини поверхні г = г(и,у) обчислюється за формулою

5=  ЦуІЕСІ-Ґеіи^, (6 )
о

О -  область, в яку проектується дана частина поверхні.

Якщо = = Ддг.у), то

* =Я,/і+ / ; + /> ❖ •  (7)
О

Задача 3. Па поверхні г -(и г +уї.и2-у , ,му) обчислити довжину дуги лінії 

у -  аи між точками її перетину з лініями і/= /, и-2.

Розв ’язування.

Знайдемо першу квадратичну форму даної поверхні

гв =(2і/,2м,у), г¥ = (2у,-2 у,і/), Е = ги‘ =8а2 +уг, Е -Ги гг -4іп>-4т>-гт>-иу,

С- г *  - 8у: + и\  сЬ1 = (8і/’ ■і-V1)с̂ и7 2иу<Л«Лн-(8у:

Знайдемо точки перетину даної кривої у = ш/ з кривими и ~ І  іи  -  2:

_ Гот/ = у, , ,
уПу,-і , =я / = 1,у = о А(1,а).

и = 1.
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уПу2: |йМ ' ’=>и = 2,у = 2я В(2,2а).
1 « = 2 .

V = си , Л' ■= а4и.

Тоді згідно формули (3) матимемо
» _______________________

5 = | >/(8иІ + V2 )4иг + ЬіхАїФ+(8у2 •» и2)сЛ'2 =

= 1 7 (8»* +аги1)еіи1 + 2м2а2Л«Лн-(8а<м2+агм*)<Л/2 = |>/8а4и: -г4а2н2 + 8и2<Л/ =
1 і
2 _________ _________ г 2 _________

-  \2уІ2аі +аг+2исІи = гчІ2а*+а1+ г — = Зч/2« Ч а 2 + 2 ;) 7

8=Зуі2і'.и' 4-а + 2 .

Відповідь: 5 = 3>І2аА+а2+ 2 .

Задача 4. Знайти кут між кривими у = и+1 , \ - 3 - и  на поверхні

Г = (и СО$ V,І/5ІП V,»2) .

Возе ’язубання.

Знайдемо:

1) точку перетину даних ліній:

У = И + 1 
у = 3 -и

=>и = 1, V = 2 .

Отже *0) =41,2).

2 ) диференціали по першій і другій кривих:

у=и+1. у=3-и.
<Л> =  сій. 5ч =  -5и.

3) коефіцієнти першої квадратичної форми:

гв = (С05У,5ІПУ,2м),

Гг = (-И5ІП У,И С05 У,0) ,

£ - Ь 4 и 2, Г = 0, С = иг .

Тоді згідно формули (4) матимемо
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С05^~
{\^4иІ)4и8и-иІ(1и5и ___ (11-3щ)4и6и __  1 гЗи2

'(1 + 4м,))сііґ ги2сік1 • уІ(1 + 4иІ)д'и* ї и ^ и 1 уГГ5н01<Л/->/Гь5н]<їні І + 5»і 
! ^  2 

Т Г з  ' з '
о

Відповідь: ^ = агссо5у.

Задача 5. Знайти площу трикутника, утвореного перетином ліній и-сп>, 

и --а м , у = 1 на поверхні г = (мсо5У,м5Іпу,т»).

Розв ’язування.

Для поверхні г = (исо$ г<.и5іп V,яу) перша квадратична форма дорівнює 

4зг -  сій2 -г (и2 га2)а\'} (див. задачу 1).

Отже, Е = І, Р = 0, 6’ = и2 1- а2. Тоді Р.С-Р1 = іг +а: .
V

і>

В 1 А

\ /  ,

0

ЛОЛВ - область Р

Отже,

5 = | |  4 еС -  Р2 (Іисіу -  \ \  4и2 +и1сІисІ\' = 21 <Л> |  >/н2 +аг<іи = 
о о (. о

= аг(4ї + Іп(1 + 'її)).

Відповідь: 5 = а2(л/2 + 1п(1 + >І2)).

Задача 6. Довести, що площі областей на параболоїдах :~аху  і 

г = а̂ х 2~-- -, що проектуються на площину ХОУ, рівні.

Розо ’язуєашія.
Знайдемо дискримінант ЕС- Р2 для обидвох поверхонь, 

г -  аху:

Е = \ + а2у г, Р - а 2ху , С = 1 + аіх2, Е О -Р 1 =(1+аУ)(1г<7гхї) - о 4ліУ .
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_ а(.т* < У ) .
Г 2

Е = 1 і- о V , Е = а'ху, С = 1 + а2 у2»«7 -  /=*1 = (1 + а V  )(14- а2у 2) -  а V / .

Оскільки дискримінанти цих поверхонь рівні, то проекції областей даних 

двох поверхонь на ХОУ є рівні.

Задачі для самостійної роботи

1 . На поверхні з першою квадратичною формою

/ = екг -  ж<} +—$Л2шЛ,:
4

знайти довжину дуги кривої 2и = V між точками ЛЦ.у,) і Я(м;,у,).

(Відповідь: 3 = |л/ш, -  зИи. | .)

2. На гелікоїді г = (ксо$у,и$іпу,/іу) знайти довжину лінії и -  а між точками 

Л̂іЦ л’,), Л/,(і/2,у2).

(Відповідь: 3 = \Іа2 + Іг - |г \-у,|.)

3. Знайти периметр криволінійного трикутника, утвореного перетином 

ліній и г і^ а у 2, V = /  на поверхні Ж1 = би2+(и2 + а2)еіу’ .

(Відповідь: З^а.)

4. Визначити характер координатної сітки на поверхні

(Відповідь: ортогональна.)

5. На поверхні з лінійним елементом Ж* = би2 +<Л>1 знайти кут між лініями 

2и -  V і 2и = -V.

(Відповідь: сов<р =

6 . На катеноїді г=(с/шсо5У,сЛи$іпу,м) знайти кут між лініями м + V «  0 і 

и - у  = 0 в їх спільній точці.
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(Відповідь. (Р~~ )

7. Знайти периметр і внутрішні кути криволінійного трикутника, 

утвореного ЛІНІЯМИ и -  V2, и -  Vі І V = 2 на поверхні Г = (//С05У,«5ІПУ,2у).

{Відповідь: Р - 40, соьа-І, со$0 = соьу =

8. Довести, що на поверхні г = | //І IV2- и 1 Зи2= -її* -V3 2«V̂

координатні лінії ортогональні.
9. Під яким кутом перегинаються криві кту- 0  і и-  у= 0  на поверхні

Г =  (и  СОЯ У,М$ІП .

{Відповідь: соз р = ± 7 -^г •)
і +  а *

10. Обчислити площу чотирикутника, що лежить на гелікоїді
_ Л
г = (ш/СО$У,ш/5ІПу,/п’) І обмеженого КрИВИМИ т/ = 0, И = - ,  V = 0, V- 1.а

{Відповідь: З -  — (72+ 1л(1 і Ті )) .)
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Тема 10. Друга квадратична форма поверхні 
Для поверхні г =г(и,\>) друга квадратична форма мас вигляд 

// = иіиг + 2А/<Л«Л> + А'с/у2,

ДС (гл О  ,у_ ( £ 5 0  д, ( £ 5 0

Якщо поверхня задана рівнянням г =: =:(*,>’), то

Нормальна кривина поверхні обчислюється за формулою

 ̂ _ Іхіи1 + 2Шікіу іУаУ 
Е(1иг + 2 Ее1и<ІУ+ С7Л,:

Рівняння для визначення головних кривин мас вигляд 

(Е О -Г *)?  - ( Е І Ї+ С І-2 Г М ) Л + ^ -М г) = 0.

Повна і середня кривини поверхні обчислюються за формулами

г. _ £Л'-  А/2 „  £/У+СЬ-2ЕМ
£ С -£ 1 ’ "  = 2 (£ С -£ 2) '

В залежності від значень £(и,у) і Я(и,у) точки поверхні класифікують 

таким чином:

>  еліптична, якщо К > 0 , Н * 0 ;

>  гіперболічна, якщо К < 0, Н * 0 ;

>  параболічна, якщо К = 0, Н * 0;

>  точка сплощення, якщо К = Я = 0.

Задача 1. Знайти другу квадратичну форму гелікоїда г = {и со$ \,и $іп у,</у) .

Розв ’язування

Знайдемо коефіцієнти другої квадратичної форми 

г = (мсо$ у,и$іпі’,ау), 

гв = (005 У,5ІП V, 0) , 

г  =(-И5ІПУ,«С05У,0),

£  = (0,0.0),
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гм -(-5ІП\>,СО5У,0), 

гп -  (-11СОЗ V, -и  5ІП V. 0) .

Е -  созг V 4- зіп: V = 1, Г  = -и  $іп V со$ V+и 5Іп V соб V = 0, С = и 005і V 4- и $іпг V х аг -  и1 -і- а1. 

VЕО -  Ег - \іиг \ а' .

Т у к
СОЗ V ЗІП V О

- мзіпу исозу а
-  (а зіп V, -а  соз V, и) .

(ГЛ Г«,) = (К * ) гии = а з іп у • 0 -  а соз V • 0+и • 0 = 0.

О т ж е , = 0.
і а1

{г„77 )̂ = (7и хг )-г^ -  я5Іпу-(-5Іпу)-асо$у-со5У+н 0= -йгзіп* у- дсоз2 у = - сг. 

Таким чином,

Л 2

(^ ггг« ) = (К * гу) ■ г„ = -аи з т  усо5 у 4- аи зіп V соз V+и ■ 0 = 0 .

Тоді

Л' = 0
Г = 0.

а +а‘

Отже, сЬг = -  сіисіу.
\и : +а:

Відповідь: - -  .
■Іи‘ ±а!

Задача 2. Знайти другу квадратичну форму поверхні =-2хг - 3 / .  

Роїв 'язування.

=„=4х, ~у — —Ьу, г „ = 4 , - ,= - 6 ,  ^  = 0, у]\+ :]+:; = >/і+ Ібх2 + 3 6 / .

Тоді

/- = - г^ 4 А/ = 0, ;У=-г ^ -~ -^ ------
VI + 16х: + 3 6 /  Vі +16-х* + 3 6 /

Таким чином друга квадратична форма для даної поверхні має вигляд 

4 . ,  -6Л 2 = Л 2- -
л/ і 4-16-Х2 + 3 6 /  ф т \6х: + 3 6 /
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Відповідь: ск1 -  - г= = -1 --------<&2 —  ~6 Нуг.
V і +1 ьхг +зьуг Vі 41 б*:+ 3 6 /

Задача 3. Знайти нормальну кривину гелікоїда г = (//соз у,мзіпу,сту) при 

и - а  В напрямку і/ = -ау,

Р о з в  ’язувапня.

Для даної поверхні (див. задачу 1) перша і друга квадратичні форми 

мають вигляд

/ = (Л/2 + (м2 + а2)(/у2, 11 = —■; -у с/шА’.
ч/и2+а:

Оскільки М= -ет\ то -  -скЛ>. Тоді

2а , , 2а / . 2\ 2л1 ,  ̂ 2г/2
, / 7 7 7  ./^ТТГ\ ) .(У Г У

к = _ Л '+ а ' «///'+ а1 ч/ї
Зиг +{іР -га2)(Л’2 а2(/у2+(н2+а2)г/у2 (к2 <-2а2)сЛ’2 За2 За

Відповідь: к„ = ̂ - .
За

Задача 4. Знайти головні кривини поверхні Р - ( со$у (м » у)5іпу,зіпу+

т(м + у) С05V, 17 + 2у) в ДОВІЛЬНІЙ ТОЧЦІ.

Розв ’язування.

Обчислимо коефіцієнти першої і другої квадратичних форм

ї ;  =(-5ІП У ,С 05У ,1),

ї; = (-2зІП V -  (і/ +  V) СОЗ V, 2 СОЗ V — (і/ т  у) 5ІП V, 2) ,

Г^= (0,0.0),

/^ = (-СО$У,-5ІПУ,0),

гп = (-3  СОЗ V + (« + у)5ІПУ.-ЗЗІП V -  (і/ + у) СОЗУ,0) .

Тоді

£  = 5ІП2 У+С052 У + 1 - 2 ,

Г  = 2 5ІП* V + (м + у) С05 V 5ІП V + 2 СОЗ2 V -  (і/ + V) 5ІП V СОЗ V 2 =  4 ,

(7 = 4 5ІП2 V + (и + у)2 СОЗ2 V -г 4(і/ -г V) СОЗУ5ІП V + 4 СОЗ2 V + (И -г V)2 5ІП2 V -  4(н + V) СОЗ УЗІП V + 4 = 

= 8 + (ип-у)2,

/ /  = УІЕС - У 1 = ч /їб+ 2(м  -и у)2'Т б  = уІ2(и-г\').
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( г „ х = 0,

тому 1-0.
(ги х 7У) = ((»/ + V) 5ІП V, -(и 4 V) СОЗ V, і/ + V) ,

ІГа X Г%) • Г„ -  “ (и + у) 5іп V СОЗ V г (// г V) 5ІП V СОЗ V + (*, + у) • 0 = 0 ,

тому Л/ = 0.
3(м Ь V) 5ІП V СОЗ V т (и т  V)* 5І112 V 1 3(м + у) ЗІП V СОЗ V -і (м + у)3 СОЗ3 V + (м + V) • 0 ~

-(и + V)\

тому (и < у)3 _ и т у  
уІ2(и + у) у}2

Рівняння для визначення головних радіусів має вигляд 

2(і/+ у)3 кг -  72 (м + \>)к = 0.

Розв’язуючи, отримаємо 

2(и-гу)3*3- л/2(и т у)А -  0, 

2(і/ < у)А: -72А-=0, 

*(20<+у)*-72А) = 0,

^ ” о , Л2 = 1
уІ2(и + у )’

Віопопідь’ 0 , -т=------- .
л/2(«ту)

Задача 5. Знайти повну і середню кривини поверхні г = (і/ созу,мзіпу,м+ у) . 

Розб ’язування.

Обчислимо коефіцієнти першої і другої квадратичних форм

г = (і/ соз у. кзіп у, и + у ) ,

Г =(С05У,5ІПУ.1),

/; =  ( -м  зіп у. и  соз у , 1 ) ,

=(0,0.0),

гш -  ( -  з т  у, соз у, 0),

- (-и соз у, -и 5И1V,0). 

Тоді
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£  = 2, С = к ; +1, Е С - Ґ - 2 и и \ , і  = 0 , М = . 1— , N -  -.  -----.
л/2«2 4-1 >/2м2 +1

Таким чином повна та середня кривини будуть відповідно рівні 

-1

ЯС -£ 3 " 2и’ -Н
(2»* + і Г

2и3
.  Е н - і т  і г а  уІ2/ Т і  7 г / - и  _ »/3+і

2 (£ С -£ 3) '  2(2и3 +і) " ^ у -

Відповідь: К = --------— г , //  = и ~ь1 ■ .
(2мЧ1)’ \І(2г/і+1ї

Задача б. Знайти повну і середню кривини гіперболічного параболоїда 

г = х3 - /  у довільній точці.

Розв 'взування.

Обчислимо коефіцієнти першої і другої квадратичних форм. Для цього 

знайдемо гх, г ,, гЛ>, г^:

=т = 2х,

-\ = -2у, 

Тоді 

£  = 1+4х3, 

2

~ ’

г„ = 2,

г„ -  0.

1 =
уіі + Ах1+4у*

Таким чином 

-4

£  = -4лу, 

Лї = 0,

0  = 1 + 4 / ,

71 + 4 x 4 4 /

. . Н - 4 / + 4 / ______ ї ї ------
Т +4х* + 4 /  (і + 4х3 + 4 /  )

-2(1+4»') -2 ( і+ 4 / )

2(і +4х3+ 4 /)~  + 4х3 + 4 / ) ’
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„ -4 4 (у2- х 2) '
Відповідь: К -  ---------------Н =

(Ь 4 .г  + 4 / )  ^ А х ' + А у ) 3 .

Задача 7. Визначити характер точки а(0,0,6) поверхні сп:-(х- ~ - 1 .
І оЬ)

Розв 'язування.

Обчислимо коефіцієнти першої і другої квадратичних форм

_ в (  Л
с і }

.  , : ^ : Г Л
~,у оЬ )’

Тоді матимемо 

Я *І, У = 0 ,

/. = 0, ЛГ = 0,

Таким чином

=,(Л) = 0,

= „ (/0 -0 , 

=„(/0 = 0, 

=„СО = 0.

0  = 0, 

;У = 0.

Н я т -2 П Щ С І.
Е С -Ґ -  2 ІЕ О -Р г)

Отже, точка л(0;0;0)є точкою сплощення.

Відповідь: Л(0;0;0) -точка сплощення.

Задачі для самостійної роботи

1. Знайти нормальну кривину поверхні г - ( і/.у.іг+ у2) в точці л(і;і),якщо

І/ -  Vі = 0 .

(Відповідь: ^у .)
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2. Знайти нормальну кривину поверхні а собі/ соху, у-бсозузіпм ,

- = сзіпу в точці /і(0,6;0) в напрямку —  =
сіп с

/ п . -б (я7+сІ)
{Відповідь: — ^ - г — .)

2 а с

3. Знайти нормальну кривину косого гелікоїда 7 = (исозу,м$іпу,н ьу) при 

у=2 в напрямку к+у= 0.

2
(Відповідь: к„ -  - .)

4. Знайти нормальну кривину поверхні 7 = (м,у,ну) в точці р{2,2,4) в

напрямку у = м.

(Відповідь: кя = — .)

5. Знайти нормальну кривішу поверхні ; = ахг -  Ьу2 в точці л(0;0) в

напрямку, Ф’ 1Г ”  = " •6х 2

(Відповідь: ~(Аа~Ь) . )

6. Знайти головні напрямки поверхні ==х*-2ху} в точці я(о.-і:0).

(Відповідь: —  = ±>/5.) 
сій

7. Знайти головні кривини поверхні г =(м,у,я(«г+у2)) в точці 0(0;0;0).

(Відповідь: 2а. 2а)

8. Знайти головні кривини поверхні 7 = (м+у,и- у,яу+3) в точці

9. Знайти ГОЛОВНІ кривини поверхні 7 = (мС05У,и5ІПУ,ЯУ) в довільній точці.

(Відповідь: *, = -А-, = .)

Ю.Знайпі повну і середню кривини параболоїда ;=аху в точці х = у = 0.

(Відповідь: Н = 0. К --а'’ .)
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II. Знайти повну І середню кривини поверхні г--(аУСО$и,СН$\пи,(У) в 

довільній точці.

(Відповідь: Н  ----- ^ = = , К -  0.)
2ау\1аг 4 с2

1777
12.3найти середню кривину поверхні ; = ас/і̂ І—  — в довільній точці.

(Відповідь: Н = 0.)
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Тема 1 / .  Лінії на поверхні
У даному курсі розглядаються деякі “чудові” лінії на поверхні -  лінії 

кривини, асимптотичні лінії, геодезичні лінії.

{Л“ Дг(іМ') 
у  =  у (и ,у ),

то диференціальними рівняннями цих ліній будуть відповідно 

іТи -(ІисЬ> сРх
Е Р О  = 0 - рівняння лінії кривини (1)

£  М N

Ми1+2Ши<Ь>+ Шчг -  0 -  рівняння асимптотичної лінії (2)

Еу ( Еа ОЛсЕ> (Е> С У л У  . ...........—г = —2-г —----8- — + ----£- —  — - \ — -  рівняння геодезичної ЛІНИ (3)
сій2 20 О )(іи ^£ 20){< іи) 2Е^Л і )  У

ЇХ = 11С05У
у  =  и  яіп г*.

Розв 'взування.

Коефіцієнти першої і другої квадратичних форм для гелікоїда 

дорівнюють

£ = 1, £  = 0, С^и'+а2,

-а
£ = 0, М = У = 0.

л/й^Та2

Диференціальним рівнянням лінії кривини гелікоїда буде

с(2и -с/мс/у

1 0 и 2 +  о 2

о -а
0

у іи 2 +  а г

= 0 або ~ І Ц ~  «/Уг = о.
и' +■ ст

Розв’яжемо цс рівняння

ііи1
— А г  =  о : ііи У  ди ,

/=Т " '" Т _ ^ ;’ і ~ттп Т+<̂  ' = 0 ;/и  + в  А Т и г + а 2 )
0  = С сій , . сій , л>——  = = 0, -  -■-+<& = 0.

\ и 2+еґ у іґ+ а 1

ТОДІ

70



1п|м + лій' і о1 і = г> + С,, 1п | м + \Ій*~ї- о11- V = Сг.

Ми отримали дві сім’ї  ліній кривини гелікоїда.

Відповідь: Ц и  + Л Ч а ^ в у -г С ,, 1п(м-гл/і77а7)-у  = С>.

Задача 2. Знайти лінії кривини гіперболічного параболоїда ; = ху.

Разе 'язувашія.

Знайдемо похідні і коефіцієнти 1 і II квадратичних форм

Л=у, />*, />о, /;=1, /;=о, е=н у , =̂ху, с=іи\ і=о,

ТГГдґ- У  ’

Тоді диференціальне рівняння лінії кривини матиме вигляд

(І+ У М ^ -О + 'О Ф ^ О .

Звідси матимемо

у1і + у І <ІХ->ІІ-гХ1(1у = 0 І т]\ + у 2 &С+ УІІ+ х2 <іу = 0 .

Розв’яжемо ці рівняння:

і/і + уг<£с-л/н хг̂ у = 0; л/їТ^£с+>/ї+х2</у = 0;

_____= 0; - *  , -0-
7 ^ 7  -у/і+У Т Л У Л /П у  ’

1п|х + >/і-гДС: |-Іп |у  + <у/іт-у: |  — ІпС, ; іп(х-і-л/і + хг | + 1п(у + ч/і+У ) = 1

, ДЕ + ч/Г+7 . - . іп-----= іп с .:
У + %І\-гу2

ІП |х + ч/ї+7) ̂  V + \/і + .V* |  = Іп С.

де Ьл/і + Х* „ (* + >/і +Xі )(у + VI + У ) = .

О тримали дві сім’ї  ліній кривини даної поверхні.

Відповідь: = С,. (л+л/і+дсІ) (у г >/ї+ / )  = С: .
у+у]\+уг ' А '

{ДС = (я + ГСО!5И)СО$У 
у  = (атГС05І/)5ІПУ.

г = г$ілм
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Розв 'озування.

Оскільки для цієї поверхні коефіцієнти другої квадратичної форми 

дорівнюють

£ = г, А/ = 0, = (амґ со$и)со$и ,

то диференціальне рівняння асимптотичних ліній тора матиме вигляд

г'‘(їй1 + (а т г С05 и) со$ і«Л<1 = 0.

'Годі

пій
УІ~(а + ГС05М)С05»

Звідси

і
</и

* -у/'-(я + Г СОБ И) СОЯ »/

-  рівняння двох сімей асимптотичних ліній в

Відповідь: у-г<0 = ±
у/-(о~гсо5і/)со5и

Задача 4. Знайти асимптотичні лінії гіперболічного параболоїда 

а1 Ь: ■’

Розв 'язуеаиня.

Знайдемо похідні / ;  = Л ,  / > - 4 »  Л  = -т> /л =°» /Х = -т г -  а ' о а о

Диференціальне рівняння асимптотичних ліній буде таким

а' 4і

Тоді матимемо — -  -  і ^  = - - - .
сіх а ах а

Звідси

|с/у -  і |с/у - -  дві сім’ї  асимптотичних ліній даної поверхні.

72



Відповідь: |4 г - - |Л г ,  |ф =  —

Задача 5. Написати рівняння геодезичних ліній поверхні, для якої

(із' -  (їй' + зкгисі\  ̂.

Роїв ’язування.

З умови задачі маємо, що Е = 1, Е = 0, О = зкги, тоді =0, £„ = 0, 

С„ = 2і Лм • с/ш, Сг = 0 .

Тоді диференціальне рівняння геодезичних ліній матиме вигляд

2зки ски 
зкги

V -  зки ски .

зііи • V* + 2сИи • V* + зкги • сЛи • у'5 -  0.

, у' _ . у' зк2и ■ ски ■ у’1 Л зки - г  + 2с/н/ -  т +-------- ------- = 0,
V V V
V* | л

зИи—  + 2 ски —  + л/ги • ски = 0.

Зробимо заміну Д  - = у , ТОДІ у' 2 = і , у' = Д= , у' = ,  у'1 = - І ~ .
у  Ь  2у [ / 4 ?

Таким чином, ми отримаємо наступне рівняння

~~*ки • у  » 2 ски • у -  $/Гм ски = 0=> зки у  -  4 ски • у  -  2зкги • ски => у '- А ^^-у  -  2зки • ски. 
2 ' ' зки

Розв’язок цього рівняння шукатимемо у вигляді

У =еі*> .;(,<) = ( :(и) = зк'и • г(и) .

Тоді

У = 4зк'и ■ ски ■ :(и) ь зк'и ■ :\и ) ,

Азк'и ■ ски :(и) + зк'и ■ г'(м) -  :\ски зк \ :(и) = 2зіт ■ ски, 

'и--{и) = 2у/»/ ски,

, - с/т ,сЬ = 2— (Іиг зк и

.- = 2 } ^ „ , Г - 2  ' - +с ї = - - і - + С ,
 ̂ 25/Рн > і/ін

у = -  ~р~^ = ^Л3и = зк1и(Сзкги - 1),

73



V з!ґи(СзН2и -\)

В ідповідь: V * ± .^ . - Л г —^ г Л и .

Задачі для самостійної роботи

1. Знайти лінії кривиии на поверхні 7 = ^ ( м - *’). ̂  («+'0,^-1.

(Відповідь:

би2 (іу2 ч
аЧ б Ч и г~а*+Ьг-гУ2 = *

2. Знайти лінії кривини на поверхні 7 = (у]р(и +у)>л/^(м - у),2іл) .

би2(Відповідь' —
(IV = 0 .)

р+д+Аи2 р+ц + Ау1

3. Знайти лінії кривини на поверхні г = ^ З у2-и 2 -^ .у^Зм 2 - у :

(Відповідь: и+у=С,, и -у  = Сг.)

сНи

4. Знайти асимптотичні лінії на поверхні у - —  .
• сИи

і  = агс($ V
І

(Відповідь: у = зіг +С, ̂ , у = зіі ̂ С2 -  -^ 1 .)

5. Знайти асимптотичні лінії на поверхні ==ху' -У* ■

(Відповідь: х1 - у 1 = С,. ху> = С,.)

6. Знайти рівняння геодезичних ліній на поверхні 7 - ( исозу. мзіпу.оу) .

би(Відповідь: у = С, и --------+ у0.)
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7. Знайти рівняння геодезичних ліній на поверхні

Г =(«С05МС08У,а5ІПУС05У,б5ІПу) .

{Відповідь: у = С І |т --аг -Ь }- и 2 сій
+ * .)

8. Знайти геодезичні лінії на круговому циліндрі
Х = ГС051/
у = г$іпг/.

Г -  V

/ ;  А = 0:
Х-ГС05М 
у-Г5ІПИ .

(Відповідь. Аи + 5у+ Г -0 .)

1
11
;Х = ГСО$
1 (-5;1 х — т С05 и

2)В = 0: і
І
У = Г«5Іп|(-9 . 5у/1*0, 5 ^ 0 : ■ у  = Г$ІПН 

_ _Л _С
V " в и в

9. Знайти геодезичні лінії на поверхні г = (с/п/со$у,сіш$іпу,//).

{Відповідь: у= Г-7= £ = . )
ЧСсЬ'и- 4

ІО.Знайти асимптотичні лінії для поверхні г = усо$х.

(Я/длоб/дь: х = С,, у7 5ІП .V -  С ,.)
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РОЗДІЛ III. ЕЛЕМЕНТИ ТОПОЛОГІЇ 
Тема 12, Елементи топології

Топологією на множині А'називається сім’я г підмножин множини А', що 

задовольняє умовам: а) вся множина АГ і порожня множина 0  є елементами 

сім’ї  г ; б) об’єднання довільної множини елементів з г належить г ; в) перетин 

скінченного числа елементів з г належить г .

Пара (А\г) називається топологічним простором. Топологічний простір 

будемо позначати також однією буквою X . Елементи з сім’ї  г називаються 

відкритими множинами. Підмножина/і гополоіічного простору А’ називається 

замкненою, якщо її доповнення Х \А с відкритою множиною. Замиканням 

підмножини А топологічного простору X називається перетин всіх замкнених в 

X множин, що містять А. Замикання множини А будемо позначати через А.

Околом множини .4 с-АГ називається довільна відкрита множина з 

простору X , яка містить А (множина А може, зокрема, складатися з однієї 

точки).

Об’єднанням усіх відкритих множин, які містяться в підмножині 

А топологічного простору А', називається внутрішністю множини А і
О

позначається ІтхА, або ІтЛ, або А.

Границею множини А називається множина А\1піА. Границю множини 

А будемо позначати через А .

Відображення /  топологічного простору X у топологічний простір У (чи 

на топологічний простір У) називається неперервним, якщо прообраз довільної 

відкритої множини з Ус відкритою множиною в X . Окрім того, якщо 

відображення / -  взаємнооднозначне і відображення /*' також неперервне, то 

відображення /  називається гомеоморфізмом.

Метрикою па множині А' називають функцію <і:ХхХ->К,  для якої 

виконуються умови:

1°. сІ(х,у)*0.
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СІ(.х.у) = 0 толі і ТІЛЬКИ 'ГОДІ, КОЛИ X- у .

2°. еі(х,у) = (і(у ,х )У х,уеХ  (симетричність).

3°. 3(х.у)*<1(х,=)+с1(:.у),Ух,у,=еХ(нерівністьтрикутника).

Число <і(х,у) -  відстань від точки X  до точки У. Пара (*,</), де </ -  

метрика на А', називається метричним простором.

Задача І. Чи є відкритою множиною в Іі} будь-який відкритий проміжок

м ?
Є, бо КОЖНИЙ ]<3,&[ є околом своєї середини.

Задача 2. Чи є круги відкритими множинами в Я’?

Разе 'язування.

Па /?! круги є відкритими множинами, бо околами служать внутрішності 

кругів.

Задача 3. Нехай А -  множина точок, що лежать на сторонах трикутника в, 

Р \и  і V -  доповнення до А Чи будуть відкритими множинами Л, V і V ?

Розє!'язування.

Для х ьи  окіл N(x,^)с^ , якщо г менше, ніж відстань від х до сторін 

трикутника А. Отже, ІІ -  відкрита в Я \

Аналогічно V -  відкрита множина

Але множина А не є відкрита в бо для довільної точки гєЛ  жоден окіл 

/У(-,г)не міститься В А.

Відповідь: І) і V -  відкриті.

Задача 4. Чи є в Л; відкритими сфера, множина точок поза кулею і 

всередині кулі?

Разе 'язування.

В /?’ сфера не є відкрита, а дві інші множини є відкритими, бо околи їх 

точок містять точки цих множин.

Задача 5. Знайти внутрішність і замикання вказаних проміжків £ на 

числовій прямій.

І) [о,6]; 3) (а.Л]; 5) [о.со); 7) (« ,»); 9)(-аз.«).
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2) [«,(>); 4) (о.Ь); 6)(-*>.б]; 8) ( -»

Розв1'взування.

1) ?,=(*,&), 1 = 1\

2) 1 = (а,Ь), Г*[«,6];

3) [« (а .* ) , Г «[*.*];

4 )  1 = (о ,і ) ,Г  = [а,і»];

5) Л = (а,со), Г = [о,ю);

6) /. = (-'»,6), £ = (-»,&];

7) Л = (а,со), /'=[о,оо);

8) /, = (-<«,6), Г-(-оо,А];

9 )  І  =  (-оо,со), І - ( - < о , с о ) .

Задача 6. Знайти всі топології у множині, що складається з двох 

елементів.

Розв 'язування.

Нехай Л = {а,б},тоді 7;={/(},Г2={О,/і},Г,={0,{а},^}>Г4 = {0,{б},/і).

Задача 7. Чи с еліпсоїд гомсоморфнкй сфері?

Розв 'язування.

Так. Сферу розмістити так, щоб її цеіггр співпадав з центром еліпсоїда і 

здійснити проектування еліпсоїда на сферу із центра (центральне проектування 

точок).

Задача 8. Довести, що однопорожнинний гіперболоїд гомеоморфний 

еліптичному циліндру.

Розв 'язування.

Розмістити ці поверхні так, щоб їх осі співпадали і зробити паралельне 

проектування з осі.

Задача 9. Чи с функція сі(х ,у)= |х- у\ метрикою в множині дійсних чисел?

Розв 'язування.

х,у<=Я.

Перевіримо виконання аксіом 1°, 2°, 3°.

1. <фг,у):=ІЛС-у|>0.

1. </(х,>»)=:{л:-у| = 0 о д г - у  = 0 о . х  = у .
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2. <і(х, у) -(.V -  л| =  |х -  у\ -  ґі (х, Vі) .

3. Л (х .у ) їс /( х .: )+ < 1 ( : .у ) .

[.Х-.у|<|.Х-=]-г|г->-]

|.х -  ;і -  1-Х -  = + г -  у\ 5 -  -І + !- — >»!, ОСКІЛЬКИ ]а+йі^а|+іл{ ДЛЯ я,Ає/?.

Отже, усі аксіоми виконуються.

Відповідь: дана функція с метрикою на В.

Задача 10. Чи є в множині дійсних чисел функція < 1(х,у)-5\пг( х - у )  

метрикою?

Розв 'язуваппя.

1. її (х ,у )  -  5ІП1 (.X -  у)  > 0 

5!П2(д: -  V) -  0 => X -  у  -  л п  => -X = у  4 я п  =̂> X у.

Огже, аксіома 1° не виконується і дана функція не є метрикою.

Задача 11. Чи є в множині натуральних чисел функція і/(.х,у)-|л: - у :| 

метрикою?

Розв 'язуваппя

1. р(.х ,у)-|л : - у ] > 0

(1 (х, у )  = |.х* - у 2 | = 0 о  А-2 -  у* = 0 О  X = V, -X = - у

2. * ( у , х ) - - \ у - х 1\--\хі - у - \  = < і(х.у).

О т ж е , х /(.х ,у )< ^(.т ,г)ч-с/(г ,у ).

Відповідь: дана функція є метрикою.

Задача 12. Чи є функція <*(.х.у) = 1х-у:: метрикою в множині натуральних 

чисел?

Розв 'язуваппя.

Аксіоми 1° і 2а виконуються.

Перевіримо виконання аксіоми трикутника:
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І |г-> |2 -  не виконується, бо наприклад, при х = 1, V = 3, - = 2 

матимемо: <*(х,у)-4, </(.г,г) = 1, </(:,>•) = І, 4>1+1.

Відповідь: функція Л(х,у) = |*“ >,Г не є метрикою на В.

Задача 13. Чи с метрикою в Я' функція 4(х.у) = ^ £ (х ,-у ,)3 ?

Розв 'язувапия.

X = (х„х2,. . - 0 ,  у  = (у,,>-2 

1. 4{х,у)> 0

<1(х.у) = 0 =  = 0 о  (*, - и ) '  = 0 о  *, = я

2. <>(у,*) = = <*( ^ ) •
V ЛІ 1 Лі

3. Доведемо,що ^ Е (х ,-у ,У ^ Х ( * , - - , ) 2 +^ ІХ -.-> ’.)2 • (1)

Нехай (х.-г,)^а,, (:,-у,) = ЬІ. Тоді х,-У'=а,+Ь, і нерівність (1) буде

(2)рівносильна нерівності .(£(<*,+&, )2 ^ ч Е а,! +Л/2^ .̂2 •
V .-і і і«і \  лі

Піднесемо обидві частини нерівності (2) до квадрату' і одержимо:

]С(°<+&,)2 * 2 а.1 +2\ІХ°<2'ІЖ  + X*.* а°°
л і  V - і  і - і  і-а

І > / +2] е °‘2 + 2 > .2^ Х > /+2Ї > / - І #  + 5 Х , звідки
Л1 \  ЛІ ЛІ 1-І ЛІ ЛІ і . |  ЛІ Л і V - І  1-І

-  нерівність Коші-Буняковського, яка виконується для будь-яких а,, 6, єО .

Отже, тоді виконується нерівність (2), а значить і нерівність (1).

Відповідь: дана функція є метрикою.

Задача 14. Чи є метрикою функція сЦх,у) = \° 'Якгч°х ~у  в множині дійсних
\\,якщ ох Ф у

чисел.
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Розв язуєання.

1. </(х,у)> О

2. (і(у,х) = 0, */(х ,у )-0 , якщо х=;у. Отже, </(х,у)-</(у,х)

Якщо Ж X * у , то <і(х,у) -  СІ (у,х) =• 1.

3. Якщо х — у , то (і(х,у) = сі(х,;) = сІ(у ,-) = 0, тоді 0^ 0+0. Якщо х * у ,  то 

г/(х,,у)-с/(г,х)-(У(г,^) -1 І ТОДІ 1<1 + 1.

Отже, усі аксіоми викопуються.

Відповідь, дана функція є метрикою.

Задачі для самостійної роботи

1. Довести, що функція сі{х,у) = { х - у у  не є метрикою на множині Я.

2. Чи с метрикою на множині Нфункція </(х,у) = |х -у |?  (Відповідь: так)

3. Чи с метрикою функція <ї[х,у) = уІ\у-хі на множиніК1 (Відповідь: так)

4. Довести, що множина всіх функцій, обмежених на [а.Ь] утворює 

метричний простір, ЯКЩО 3{х,у) = 5ир \<р{і) -1/(0]
а'.ЧЬ

_ іг , ( 0,яки(ох = у
5. Довести, що функція 3(х.у) = <. . , , є метрикою на Я .

[|*] + |у|,ЯИ//0Х*_у

6. Довести, що функція д(х,у) = х2 + у  не с метрикою наЛ.

7. Довести, що функція ^(х,у) = |х-у|+1 не с метрикою на Я.

8. Знайти внутрішність і замикання множин на/?:

а) А = (0 ,Л ) ,б )  Д = [ о .^ ] ,  в) С^(л/2,%/з),г) £> = [2,>/з].

$1
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