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                                                         АНОТАЦІЯ 

В термінах порядку, узагальненого порядку та уточненого порядку 

досліджено зростання аналітичних в одиничному крузі функцій 

ймовірнісних законів. 

 

 

 

                                    

 

  ANNOTATION 

The growth of analytic probability law functions in the unit circle is obtained in 

terms of order, general order and refined order. 
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1. Вступ 

Безпосереднім узагальненням рядів Діріхле  𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 𝑒𝑧𝜆𝑛  є інтеграли 

Фурьє – Стілтьєса. Цьому класу належать і характеристичні функції 

ймовірнісних законів. 

Неспадна функція F⃰ (x), -∞ < х < +∞, неперервна зліва і така, що виконуються 

умови lim
𝑥→∞

𝐹∗ (𝑥)  =  1, lim
𝑥→∞

𝐹∗(−𝑥)  =  0  називається ймовірнісним законом , а 

характеристичну функцію (х.ф.) цього закону  F* (x) називається функція χ (t), 

задана на (-∞ ,+ ∞) рівністю 𝜒 (𝑡) =  ∫ 𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝑡𝑥)𝑑 𝐹∗(𝑥)
−∞

+∞
 

Аналітичне продовження цієї функції будемо позначати через χ та введемо 

наступні класи функцій: 

L – клас додатних неперервних зростаючих до +∞ на [a, +∞) функцій h таких, 

що h(+∞)=+∞ i h(x)=h(a) при х ≤ а ; 

Lo- клас функцій h ∈ L таких, що h((1+γ(x)x)∼h(x) при х→+∞  для довільної 

функції γ(x)→0 (х→+∞  ); 

Λ – клас функцій h ∈ L  таких, що h(cx) ∼ h(x)  (х→+∞ )  для довільного с ∈ 

(0,+∞)  

Нехай 𝔐(𝑟) = max
∣𝑡∣=𝑟

∣ 𝜒(𝑡) ∣ .  У випадку, коли χ(t) – ціла функція, питання про  

зв'язок між ростом 𝔐(r) і поведінкою функції Т(x)=1- F⃰ (x)+ F⃰ (-x) вивчався 

наприклад в [1,2] 

Метою даної роботи є вивчення умов зростання характеристичних функцій 

аналітичних в одиничному крузі і таких, що мають на колі  ∣t∣=1 хоча б одну 

особливу точку. 

Об’єктом  роботи є аналітичні функції ймовірнісних законів. 
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Предметом дослідження є асимптотичні властивості характеристичних 

функцій ймовірнісних законів. У роботі використовуються методи теорії 

функцій комплексної змінної та функціонального аналізу. 
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2. Випадок порядку і нижнього порядку. 

Теорема 2.1. Коли х.ф. χ (z) ймовірнісного закону F*(x) аналітична в 

одиничному крузі. То   α=Δ/(∆+1), де  

𝛼 = lim̅̅ ̅̅
𝑥→∞

𝑙𝑛+(𝑥+𝑙𝑛𝑇(𝑥))

ln (𝑥)
 , ∆= lim̅̅ ̅̅

𝑟→∞

𝑙𝑛𝑙𝑛𝔐(r)

−ln (1−𝑟)
 

тут  α+= α  при  α ≥ 0 і  α+= 0 при α < 0. 

Доведення. Припустимо, що ∆ < ∞. Із визначення ∆ для кожного ε > 0, при r 

достатньо близьких до 1 маємо 

                                                     ln 𝔐(r) ≤ (1 − 𝑟)−∆−𝜀
                   (2.1) 

Відомо  [3,c.55], що  2𝔐(r) ≥ Т(х)exp(rx)  для всіх r  , 0 < r < 1 і для всіх х > 0. 

Тому  

𝑙𝑛 𝔐(𝑟)  ≥  𝑙𝑛𝑇(𝑥) + 𝑟𝑥 − 𝑙𝑛2 

(2.2) 

Звідси , враховуючи (2.1) для кожного ε >0 при всіх х >0 при r ≥ r.( ε) 

отримаємо нерівність  

−𝑙𝑛𝑇(𝑥)  ≥   𝑥𝑟 − (1 − 𝑟) −∆− 𝜀
 

Виберемо   

𝑟 = 1 − (
∆ + 𝜀

𝑥
)

1
1+∆+𝜀  

Тоді з останньої нерівності знаходимо, що  

−𝑙𝑛𝑇(𝑥) ≥ 𝑥 − 𝑥 (
∆ + 𝜀

𝑥
)

1
1+∆+𝜀

− (
𝑥

∆ + 𝜀
)

∆+𝜀
1+∆+𝜀

 

або 

х +  𝑙𝑛𝑇(𝑥)  ≤  𝐾𝑥
∆+𝜀

1+∆+𝜀             , 
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звідки через довільність ε > 0, маємо  

𝛼 = lim̅̅ ̅̅
𝑥→∞

𝑙𝑛+(𝑥 + 𝑙𝑛𝑇(𝑥))

ln (𝑥)
≤

∆

1 + ∆
 

Із визначення числа α випливає, що α ≤ 1. Тому при ∆ = ∞  остання нерівність 

очевидна. 

Доведемо протилежну нерівність. Із визначення α для кожного ε,  0 < ε < 1-α  

при х ≥ х0(ε) має місце 

𝑇(𝑥) ≤  𝑒𝑥𝑝 (𝑥 ( 𝑥𝛼̅−1 − 1 )) , 𝛼̅  =  𝛼 +  𝜀 <  1 

(2.3) 

Відомо з [3,c.55], що  справедлива нерівність 

𝔐(𝑟) ≤  К1 + 𝑟 ∫ 𝑒𝑥𝑝 (𝑟𝑥)
∞

0
 𝑇(𝑥) 𝑑𝑥.                                                          

(2.4) 

Введемо в [1]  функцію 

𝐸(𝑟) = 𝑠𝑢𝑝𝑥≥0 {𝑇(𝑥) 𝑒𝑥𝑝 (𝑟𝑥)}. 

Тоді  

𝔐(𝑟)  ≤  𝐾1  ∫ 𝑇(𝑥) е𝑟𝑥 𝑑𝑥
∞

0

 =  𝐾1  +  𝑟 ∫  𝑇(𝑥) е(𝑟𝑥+ 𝛾(𝑟)𝑥) 𝑒 −𝛾(𝑟)𝑥 𝑑𝑥 
∞

0

≤ 

𝐾1 +  𝐸(𝑟 +  𝛾(𝑟)) ∫ 𝑒−𝛾(𝑟)𝑥∞

0
𝑑𝑥 =  𝐾1  +  

1

𝛾(𝑟)
  𝐸(𝑟 +  𝛾(𝑟))                      

(2.5)                

де   γ(r) > 0.  Враховуючи (2.3) та (2.5) , отримуємо , що  



 

9 
 

𝔐(𝑟) ≤  𝐾1  +  
1

𝛾(𝑟)
 𝐸(𝑟 +  𝛾(𝑟)) ≤  𝐾1 +

1

𝛾(𝑟)
𝑠𝑢𝑝

𝑥≥0
 {𝑇(𝑥) exp (х (𝑟 + 𝛾(𝑟)))}

≤ 𝐾1  +
1

𝛾(𝑟)
exp (max

𝑥≥0
{𝑥 (𝑥𝛼̅−1  − 1 +  𝑟 + 𝛾(𝑟))}  ). 

(2.6) 

Максимум правої частини досягається при  

х =  ( ᾱ / (1 −  𝑟 −  𝛾(𝑟)))1/(1−𝛼)̅̅ ̅
 

(2.7) 

Підставивши (2.7) у (2.6), маємо 

𝔐(𝑟) = 𝐾1  + 
1

𝛾(𝑟)
exp {(

𝛼̅

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
)

1/(1−𝛼)̅̅ ̅

(
1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)

𝛼̅
− 1 + 𝑟 + 𝛾(𝑟))}

= 𝐾1  + 
1

𝛾(𝑟)
exp {

1

1 − 𝛼̅
(

𝛼̅

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
)

𝛼̅
1−𝛼̅

} 

Припустивши  γ(r) = (1- ᾱ) (1 - r) < 1 – r і два рази прологарифмувавши, при r 

достатньо близьких до 1 одержуємо 

𝑙𝑛+𝑙𝑛+𝔐(𝑟) ≤
𝛼̅

1 − 𝛼̅
𝑙𝑛

1

1 − 𝑟
+ 𝑂(1) 

 

При r →1. Із останньої нерівності у зв’язку з довільністю ε > 0, маємо                

∆ ≤  α /(1-α ) . У випадку α = 1 остання нерівність тривіальна. 

Скажемо, що виконується умова (В), якщо для всіх достатньо великих х існує 

монотонно зростаюча похідна функції  lnT(x). 

Теорема 2.2.  Нехай х.ф. λ (z) ймовірнісного закону F*(x) аналітична в 

одиничному крузі. Тоді λ ≥ λ⃰⃰⃰ / (1- λ⃰⃰⃰ ) .  Якщо при цьому виконується умова (В), 

то λ= λ⃰⃰⃰ / (1- λ⃰⃰⃰ ), де  
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𝜆∗ = lim
𝑥→∞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑙𝑛+(𝑥 + 𝑙𝑛𝑇(𝑥))

𝑙𝑛𝑥
, 𝜆 = lim

𝑟→1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑙𝑛𝑙𝑛𝔐(𝑟)

−ln (1 − 𝑟)
 

Доведення. Із визначення  λ⃰⃰⃰   випливає, що 0 ≤ λ⃰⃰⃰  ≤ 1.  Нехай  λ⃰⃰⃰  > 0.  Тоді при    

х ≥ х0 ⃰ ⃰ (𝜆) , 0 < 𝜆 < λ⃰⃰⃰   виконується   𝑇(𝑥)  ≥   е𝑥𝑝 (𝑥 (𝑥  𝜆– 1 –  1)) 

Узявши  𝑥1  = 𝑥1(𝑟) = (
𝜆̅

1−𝑟
)1/(1−𝜆̅)  із  (2.2) , враховуючи останню нерівність, 

отримуємо 

𝑙𝑛2𝔐(r) ≥ x (𝑥𝜆−1 − 1) + 𝑟𝑥 = 𝜆
1

1−𝜆 (
1 − 𝜆

𝜆
)(

1

1 − 𝑟
 )

𝜆

1−𝜆

 

 

Звідки через довільність  𝜆 < λ⃰⃰⃰  , випливає, що λ> λ⃰⃰⃰ / (1- λ⃰⃰⃰ ). 

Доведемо протилежну нерівність. Позначимо  

ᴂ(х)  =  
𝑑

𝑑𝑥
 (𝑙𝑛 

1

𝑇(𝑥)
). 

Відмітимо, що  ᴂ(х) < 1 при всіх достатньо великих х . Дійсно, у протилежному 

випадку в силу монотонності ᴂ(х)  для всіх достатньо великих х ≥ х0′ ≥ x0  

мали б  ᴂ(х) > q >1, звідки  

𝑇(𝑥) =  𝑇(0)𝑒𝑥𝑝 ( − ∫ ᴂ(х)𝑑𝑥
𝑥

0

) =  𝑇(0)𝑒𝑥𝑝  (− ∫ ᴂ(х)𝑑𝑥
𝑥0

′

0

 − ∫ ᴂ(х)𝑑𝑥
𝑥0

𝑥0
′

  )

≤ 𝑇(0)𝑒𝑥𝑝 (− 𝛼 (𝑥 − 𝑥0
′ )) +  𝑂(1), х →  ∞, 

  

що в силу того, що 𝑇(𝑥)  =  𝑂̿(exp(−𝑟𝑥)) при 𝑥 → ∞ , суперечить тому, що       

λ (z)має особливу точку на одиничному колі . 

Припустимо, що    λ⃰⃰⃰  < ∞  і нехай 𝑥𝑘 ↑ ∞ - послідовність, для якої  
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lim
𝑘→∞

𝑙𝑛+(𝑥𝑘 + 𝑙𝑛𝑇(𝑥𝑘))

𝑙𝑛𝑥𝑘
= 𝜆∗

 

(2.8) 

і припустимо 

𝜇(𝑟) = max
𝑘≥1

(𝑇(𝑥𝑘 exp(𝑟𝑥𝑘)) 

Так як в силу монотонності  ᴂ(х)  max
𝑥>0

{𝑇(𝑥) exp(𝑟𝑥)} досягається в єдиній 

точці х , такій , що   r = ᴂ(х) , то при  r = ᴂ(х) виконується   

Е(r) = 𝑇(𝑥)  exp(𝑟𝑥).  Тому при r =  rk = ᴂ(х𝑘)    маємо                                

Е(𝑟𝑘) = 𝜇(𝑟𝑘) = 𝑇(𝑥𝑘)  exp(𝑟𝑘 𝑥𝑘).  Окрім того, із (2.4) отримуємо  

𝔐(𝑟) ≤  𝐾1 + 𝑟 ∫ exp (
1 + 𝑟

2
) exp (−

1 − 𝑟

2
𝑥)𝑇(𝑥) 𝑑𝑥 

∞

0

=  𝐸(
1 + 𝑟

2
) ∫ exp (−

1 − 𝑟

2

∞

0

𝑥)𝑑𝑥 + 𝐾1 ≤
2

1 − 𝑟
𝐸(

1 + 𝑟

2
) + 𝐾1  

(2.9) 

Із (2.9) маємо 

lim
𝑟→1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑙𝑛𝑙𝑛𝔐(𝑟) /(− ln(1 − 𝑟))

≤ lim
𝑘→∞
̅̅ ̅̅ ̅ 𝑙𝑛𝑙𝑛𝐸(𝑟𝑘)/(− ln(1 − 𝑟𝑘)) = lim

𝑘→∞
̅̅ ̅̅ ̅ 𝑙𝑛𝑙𝑛𝜇(𝑟𝑘)/(− ln(1 − 𝑟𝑘))  

(2.10) 

Із (2.8) при  х ≥ х0  (𝜆)  знаходимо  𝑇(𝑥𝑘)  ≤ exp (𝑥𝑘
𝜆 − 𝑥𝑘)  ,     λ< λ⃰⃰⃰  . 

Таким чином ,  

𝑙𝑛𝜇(𝑟) ≤ max
𝑘>1

(𝑙𝑛𝑇(𝑥𝑘) + 𝑟𝑥𝑘) ≤ max
𝑘>1

(𝑥𝑘
𝜆̅ − 𝑥𝑘 + 𝑟𝑥𝑘) ≤ max

𝑥>0
( 𝑥𝜆̅ − 𝑥 + 𝑟𝑥)

= (1 − 𝑟)−𝜆∗/(1−𝜆∗)
 

і , як наслідок,  λ < λ⃰⃰ ⃰/ (1- λ⃰⃰⃰ ). Отож, теорема 2.2. доведена. 
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3. Узагальнені порядки росту аналітичних х.ф. ймовірнісних законів. 

Теореми (2.1) і (2.2) поширимо на випадок узагальнених порядків введених 

раніше. 

Теорема 3.1.  Нехай  α(х) ∈ L0,   𝛽(𝑥) ∈ Λ. Позначимо F(x:с)= 𝛽−1 (с(х)) і 

припустимо, що для всіх с, 0 < с < ∞ виконуються співвідношення  

а)   

lim
х→∞

  𝑑 ln 𝐹 (𝑥: 𝑐)

𝑑 𝑙𝑛𝑋
 < 1 

б)  

lim
х→∞

𝛼 (х𝛼−1 (с𝛽(х)))

𝛽(х)
= с 

Тоді ∆𝛼𝛽  =  𝛾𝛼𝛽  , де  

𝛾𝛼𝛽 =  lim
х→∞

 
𝛼 (х)

𝛽(
1

1+
1
х

ln 𝑇 (𝑥))+
)

  ,      ∆𝛼𝛽  =  lim
𝑟→1

 
𝛼 (

1

1−𝑟
ln 𝔐(𝑟)

𝛽(
1

1−𝑟
)

    ,  і  𝛼+ =
1

2
(|𝛼| + 𝛼). 

Доведення.  Нехай  ∆𝛼𝛽   <  ∞.  Тоді для будь – якого ε > 0 при r > r0  отримаємо         

ln2𝔐(𝑟) ≪ (1 − 𝑟)𝛼−1 (∆ 𝛽 (
1

1−𝑟
)),    ∆ = ∆𝛼𝛽  + ε . 

Враховуючи останню нерівність, із (2.2) знаходимо 

1+ 
1

х 
 𝑙𝑛𝑇(𝑥) ≪ (1 − 𝑟) +

(1−𝑟)

𝑥
 𝛼−1  (∆ 𝛽 (

1

1−𝑟
)) 

Припустивши  

r = r (x) = 1 – 1/𝛽−1 1

∆ 
𝛼(х), 

Приходимо до нерівності 
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(1 +
1

х 
 𝑙𝑛𝑇(𝑥))+ ≪

1

𝛽−1 (
1

∆ 
𝛼(х)

+
1

𝛽−1 (
1

∆ 
𝛼(х)

 ≪
2

𝛽−1 (
1

∆ 
𝛼(х)

 

Звідси, через довільність ε > 0, маємо ∆𝛼𝛽  ≫ 𝛾𝛼𝛽 . При ∆𝛼𝛽  =  ∞   ця нерівність є  

очевидною. 

Доведемо протилежну нерівність. Припустимо, що 𝛾𝛼𝛽  < ∞ . Із визначення 

𝛾𝛼𝛽    маємо:   

𝑇(𝑥𝑘) ≤ exp
х

𝛽−1 ( 
1

𝛾 
𝛼(х) − х)  ,  𝛾 =  𝛾𝛼𝛽 + 𝜀,    х ≥ х0 

Враховуючи останню нерівність із (2.5) отримуємо 

𝔐(𝑟) ≤ 𝐾1 +
1

𝛾(𝑟)
max
𝑥≥0

{exp (
𝑥

𝐹(𝑥: 1/𝛾̅
− 𝑥(1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)))} 

Використовуючи звичайні методи дослідження функцій на екстремум і 

враховуючи умову а) теореми, як і в (4) отримуємо, що максимум правої 

частини досягається при  

х = 𝛼−1(𝛾 𝛽 (
1 + 0(1)

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
) 

Тоді із останньої нерівності знаходимо, що  

𝔐(𝑟) ≤ 𝐾1 +
1

𝛾(𝑟)
exp {(𝑞 − 𝑟 − 𝛾(𝑟))𝛼−1 (𝛾̅𝛽 (

1 + 𝑂(1)

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
))} 

Припустивши 𝛾(𝑟) =
1

2
 (1 − 𝑟) < 1 − 𝑟  , отримуємо 

1

2(1 − 𝑟)
𝑙𝑛𝔐(𝑟) ≤

1

2(1 − 𝑟)
𝑙𝑛

1

2(1 − 𝑟)
+ 𝛼_1(𝛾̅𝛽(

(1 + 𝑂(1)

2(1 − 𝑟)
 

Звідси, враховуючи умову б) теореми,  через довільність ε > 0, приходимо до 

нерівності  ƍ𝛼𝛽  ≫ 𝛾𝛼𝛽.  Таким чином, теорема доведена. 
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Теорема 3.2. Нехай  α(х) ∈ L0,   𝛽(𝑥) ∈ Λ  і виконуються умови а) і б), тоді  

λ𝛼𝛽  ≥ λ⃰⃰⃰𝛼𝛽  , де   

λ 𝛼𝛽  = lim
𝑟→1̅̅ ̅̅ ̅̅

 
𝛼 (

1

1−𝑟
ln 𝔐(𝑟))

𝛽(
1

1−𝑟
)

 ,     𝜆∗
𝛼𝛽  =  lim

𝑥→∞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝛼 (𝑥)

𝛽 [1/(1+
1 

𝑥  
ln 𝑇(𝑥))+]

  , 

якщо , окрім цього, виконується умова в), то  λ𝛼𝛽  = λ⃰⃰⃰𝛼𝛽  . 

Доведення. Нехай  λ⃰⃰⃰𝛼𝛽  ≥ 0. Із визначення  λ⃰⃰⃰𝛼𝛽   при  х ≫ х0  (λ  ),  0 < 𝜆  < λ⃰⃰⃰𝛼𝛽   

виконується   𝑙𝑛𝑇(𝑥) ≥  
х

𝛽−1 (
1

λ ,
𝛼(х))

−  х. 

Враховуючи останню нерівність із (2.2) отримуємо 

ln𝔐(𝑟) ≥ х (1/𝛽−1  (
1

λ ,
𝛼(х)) − 1 + 𝑟 + 

ln2

х
). 

(3.1) 

Взявши в останній нерівності х =  х (r)  = 𝛼−1 (λ𝛽(1/2(1 − 𝑟))), через 

довільність λ  < λ⃰⃰⃰𝛼𝛽  , отримаємо λ𝛼𝛽  ≫   λ⃰⃰⃰𝛼𝛽.  

Доведемо протилежну нерівність. Припустимо, що  λ⃰⃰⃰𝛼𝛽  < ∞, та хk – 

послідовність , для якої  

lim
𝑘→∞

𝛼(𝑥𝑘)/𝛽[1/(1 +
1

𝑥𝑘
𝑙𝑛𝑇(𝑥))+] = 𝜆𝛼𝛽

∗  

(3.2) 

Враховуючи умову б), із (2.9), як і в (2.10), отримуємо 

lim
𝑟→1

𝛼(
1

1 − 𝑟
ln𝔐(𝑟))/𝛽(

1

1 − 𝑟
)  ≤ lim

𝑘→∞
𝛼  (

1

1 − 𝑟𝑘
𝑙𝑛𝜇(𝑟𝑘)/𝛽(

1

1 − 𝑟𝑘
) 

(3.3) 
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Із (3.2) маємо   Т(х𝑘 ) ≤ exp (
𝑥𝑘

𝛽−1 (
1

λ ,
𝛼(х𝑘)

−  𝑥𝑘,    λ  > λ∗
𝛼𝛽  . 

Таким чином 

lnμ(𝑟) ≤ max
𝑘→∞

(
𝑟𝑘

𝐹(𝑥𝑘: 1/𝜆)
− 𝑥𝑘 +  𝑟𝑥𝑘)  ≤ max

𝑥>0
( 𝑥 (

1

𝐹(𝑥𝑘: 1/𝜆)
− 1 + 𝑟)). 

(3.4) 

Так як максимум у правій частині досягається при  

х =  𝛼−1 (𝜆𝛽 (
1 + 0(1)

1 − 𝑟
)),  

з (3.4) маємо  

𝜇(𝑟) ≤ exp ((1 − 𝑟)𝛼−1 (𝜆𝛽 (
1+0(1)

1−𝑟
))),                                

 (3.5) 

Звідси, враховуючи (3.3), через довільність  𝜆  > 𝜆𝛼𝛽
∗  , отримуємо λ𝛼𝛽  ≤ 𝜆𝛼𝛽

∗ . 

Теорема 3.2. Нехай   α(х) ∈ L0,   𝛽(𝑥) ∈ Λ  , якщо окрім  умов а) і б) виконується  

в )  F(x/F(x ∶ с): с) ~F (x: с),    х → ∞, то    𝛾𝛼𝛽 =  ∆̂𝛼𝛽  , де 

∆̂𝛼𝛽  = lim
𝑟→1

 α(ln𝔐(𝑟))/𝛽(
1

1−𝑟
). 

Доведення.   Нехай ∆̂𝛼𝛽  < ∞. Тоді для будь – якого  ε > 0  при r > r0  отримаємо 

ln2𝔐(𝑟) ≤ 𝛼−1 ∆ ̂𝛽(
1

1−𝑟
)) , ∆̂1= ∆̂𝛼𝛽  + ε 

Враховуючи останню нерівність, із (2.2) знаходимо, що  

(1 +
1

х
lnТ(х)) ≤ (1 − 𝑟) + 

1

𝑥
𝛼−1 (∆̂1𝛽 (

1

1 − 𝑟
)). 
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Припустивши   

𝑟 =  𝑟(х) = 1 − 1/𝛽−1( 
1

∆̂1
𝛼(𝑥/𝛽−1( 

1

∆̂1
𝛼(х)))), 

Враховуючи умову в) , приходимо до нерівності 

(1 +
1

х
lnТ(х))

+

≤
1

𝛽−1( 
1

∆̂1
𝛼(

х

𝛽−1(
1

∆̂1
𝛼(х))))

+ 
1

𝛽−1( 
1

∆̂1
𝛼(х)

≤
3

𝛽−1( 
1

∆̂1
𝛼(х))

 . 

Звідси, через довільність ε > 0, маємо ∆̂𝛼𝛽  ≥ 𝛾𝛼𝛽.   Якщо ∆𝛼𝛽 =  ∞ , то остання 

нерівність є очевидною. Доведення нерівності  ∆̂𝛼𝛽  ≤  𝛾𝛼𝛽  проводиться так 

само, як доведення другої частини теореми 3.2. 

Теорема 3.3.  Якщо    α(х) ∈ Λ ,   𝛽(𝑥) ∈ Λ,  виконуються умови а) , б) і в) 

lim
х→∞

𝛼(
1

х
𝛼−1(ρ𝛽(х)))/𝛽(х) = 𝜌, 0 < 𝜌 < ∞ 

то 𝜆̂𝛼𝛽  = 𝜆𝛼𝛽
∗ , де < 

𝜆̂𝛼𝛽  =  lim
𝑟→1

(
𝛼(ln𝔐(𝑟))

𝛽(
1

1−𝑟
)

,      𝜆𝛼𝛽
∗ =  lim

𝑥→∞
𝛼(х)/𝛽  ([1/(1 + 

1

х
ln 𝑇(𝑥)]

+
). 

Доведення.  Взявши  𝑟 =  𝑟(х) = 𝛼−1(𝜆𝛽(1/2(1 − 𝑟)))  з (3.1) отримуємо 

ln𝔐(𝑟) ≥ 𝛼−1(𝜆𝛽(1/2(1 − 𝑟))) (1 –  r)   

звідки , враховуючи умову в) в силу довільності ε > 0, маємо 𝜆̂𝛼𝛽  ≥ 𝜆𝛼𝛽
∗ . 

Справедливість нерівності 𝜆̂𝛼𝛽  ≤ 𝜆𝛼𝛽
∗  отримуємо з (3.5), враховуючи (3.3) та 

умову в). Теорема доведена. 
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4. Випадок уточненого порядку. 

Уточненим порядком будемо називати , слідуючи [5] функцію ∆ (𝑟), 

враховуючи 0 < r < 1, що задовільняє умови: 

1) ∆ (𝑟)  ≥ 0, 0 ≤ 𝑟 < 1, 

2) lim
𝑟→1

∆(𝑟) = ∆ 

3) lim
𝑟→1

 (1 –  r)ln(1 − 𝑟)∆′(𝑥)= 0 . 

Величини 𝑡χ =  lim
𝑟→1

 (1 –  r)∆ (𝑟)ln𝔐(𝑟) .  𝑇𝑥 = lim
𝑟→1̅̅ ̅̅ ̅̅

(1 − 𝑟)∆(𝑟)𝑙𝑛𝔐(𝑟) 

називаються  відповідно типом і нижнім типом функції χ (z) при уточненому 

порядку ∆ (𝑟). Припустимо 𝜑(𝑦) = 𝑦∆(𝑦)+1  і нехай   𝜂 −

 функція обернена до 𝜑. Оскільки  

𝑑𝑙𝑛𝜑(𝑦)

𝑑𝑙𝑛𝑦
= 𝑦∆′(𝑦) ln𝑦 + ∆(𝑦) + 1 → ∆ + 1, (𝑦 → ∞), 

lim
х→∞

𝑑𝑙𝑛 𝜂(𝑥)

𝑑𝑙𝑛𝑥
=  

1

∆ + 1
 

 (4.1) 

і, таким чином,   

𝑙𝑛 𝜂(𝑘𝑥) − 𝑙𝑛 𝜂(𝑥) =
1+0(1)

∆+1
 lnk (x→∞). 

Звідси випливає, що  

lim
𝑡→∞

 
 𝜂(𝑘𝑡)

 𝜂(𝑡)
=  𝑘1/(∆+1), 𝑘 ∈ ]0, ∞[ 

                                                                                                                               (4.2) 

Теорема 4.1.  Тип  𝑡χ  аналітичної х.ф. χ(z) уточненого порядку ∆ (𝑟) 

знаходиться за формулою 
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lim 
х→∞

  𝜂(х)(1 + 
1

х
ln 𝑇(𝑥))+ = ( 𝑡χ∆ )1/(1+∆) ∙

∆ + 1

∆
 

(4.3) 

Доведення. Припустимо, що 𝑡χ  < ∞. Із визначення 𝑡χ для кожного ε > 0, при r 

достатньо близьких до 1 , маємо 

ln𝔐(𝑟 ) + 𝑙𝑛2 ≤  𝑡0 (
1

(1 –  r)
)∆ (𝑟)

, 𝑡0 = 𝑡χ + ε  

(4.4) 

Із (2.2) та (4.4) при r достатньо близьких до 1 отримаємо 

− ln 𝑇(𝑥) ≥ 𝑥𝑟 −  𝑡0 (
1

(1 – r)
)∆ (𝑟)

≥ 𝑥𝑟 −  𝑡0(1 − 𝑟)𝜑
1

(1 – r)
. 

Підставляючи в останню нерівність 1/(1 – r) =  𝜂 (
х

𝑡0∆
) при достатньо більших 𝑥 

Отримаємо 

− ln 𝑇(𝑥) ≥ 𝑥 − 
𝑥

 𝜂 (
𝑥

𝑡0∆)
− 

𝑡0𝑥

 𝜂 (
𝑥

𝑡0∆) 𝑡0∆
= 𝑥 − 

∆ + 1 

∆
 ∙

𝑥

 𝜂(
𝑥

𝑡0∆
)
 

Звідки , враховуючи (4.2) , маємо 

(1 +
1

𝑥
𝑙𝑛𝑇(𝑥))+ ≤

∆ + 1

∆
∗  

1

𝜂 (
𝑥

𝑡0∆)
~

1

𝜂(𝑥)
(𝑡0∆)

1
1+∆ ∗

1 + ∆

∆
, (𝑥 → +∞) 

Звідки через довільність ε > 0, отримаємо 

lim
𝑥→∞

 𝜂(𝑥)(1 + 
1

𝑥
ln 𝑇(𝑥))+ = (𝑡χ∆)1/(1+∆) ∙

1 + ∆

∆
 

Якщо 𝑡χ =  ∞ , то остання нерівність є очевидною. Покажемо, що в останній 

нерівності має місце знак рівності. Для цього визначимо число t рівнянням 
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lim
𝑥→∞

 𝜂(𝑥)(1 + 
1

𝑥
ln 𝑇(𝑥))+ = (𝑡∆)1/(1+∆) ∙

1 + ∆

∆
 

 (4.5) 

І покажемо, що 𝑡χ  ≤ 𝑡.   Нехай  t < ∞.  Тоді із (4.5) для довільного                  

𝑡1 > 𝑡 при 𝑥 ≥ 𝑥0(𝑡1)  маємо 

Т(х ) ≤ exp (−𝑥 +  
𝑥𝛼1

𝜂(𝑥)
, 𝛼1 ≝ (𝑡1∆)1+

∆

∆ ∙
1+∆

∆
                                      (4.6) 

Враховуючи (4.6) із (2.6)  отримаємo 

𝔐(𝑟) ≤ 𝐾1 +
1

𝛾(𝑟)
𝐸(𝑟 + 𝛾(𝑟)) ≤ 𝐾1 +

1

𝛾(𝑟)
max
𝑥>0

{𝑇(𝑥) exp (𝑥(𝑟 + 𝛾(𝑟)))} 

≤  𝐾1 +
1

𝛾(𝑟)
exp (max

𝑥>0
{𝑥(

𝛼1

𝜂(𝑥)
− 1 + 𝑟 + 𝛾(𝑟))}) 

(4.7) 

Оскільки  в силу  (4.1)  x𝜂′(𝑥)/𝜂(𝑥) → 1/1 + ∆    ,  x→ ∞, то максимум правої 

частини досягається при  

𝑥 = 𝑥(𝑟) = 𝜑 (
𝛼2(𝑟)

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
) = (1 + 𝑂(1))𝛼2

∆+1𝜑 (
1

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
) , 𝑟 → 1 

(4.8) 

де  𝛼2(𝑟) → 𝛼1
∆

1+∆
  при r → 1. Підставивши (4.8) у (4.7) при 

 𝛾(𝑟) = 𝜀1 (1 − 𝑟),   𝜀1 > 0 маємо 

𝔐(𝑟 ) ≤ 𝐾1 +
1

𝛾(𝑟)
exp (−𝜑 (

𝛼2(𝑟)

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
) (1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟) −

𝛼1(1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟))

𝛼2
)) = 

= 𝐾1 +
1

𝛾(𝑟)
exp ((

1

1 − 𝑟 − 𝛾(𝑟)
)

∆(𝑟)

(1 + 𝑂(1))𝛼2
∆+1 (

𝛼1

𝛼2

− 1)) = 
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= exp {(
1

1 − 𝑟
)

∆(𝑟)

((
1

1 − 𝜀1
)

∆(𝑟)

(1 + 𝑂(1)𝑡1), 𝑟 → 1 

Звідси через довільність 𝑡1 > 𝑡, отримуємо  𝑡χ ≤ 𝑡 . Якщо 𝑡 =  ∞ ,то остання 

нерівність очевидна. 

Теорема 4.2. Якщо виконується умова в) , то нижній тип  𝑇χ аналітичної х.ф. 

 χ(𝑧) уточненого порядку  ∆ (𝑟) визначається за формулою 

lim
𝑥→∞

 𝜂(𝑥)(1 +
1

𝑥
𝑙𝑛𝑇(𝑥)) =  (𝑇χ∆)1/(1+∆) ∙

∆ + 1

∆
 

Доведення.    Нехай  lim
𝑥→∞

 𝜂(𝑥)(1 +
1

𝑥
𝑙𝑛𝑇(𝑥)) =  𝑇χ

∗   і 𝑇χ
∗ > 0 

Тоді при 𝑥 ≥ 𝑥0(𝑇)  ,  𝑇 < 𝑇χ
∗  виконується 

𝑇(𝑥) ≥ exp (𝑥 (
𝑇

𝜂(𝑥)
− 1)) . 

Взявши  𝑥1 = 𝑥1(𝑟) = 𝜑 (
𝑇∆

1+∆
 ∙

1

1−𝑟
 ) = 𝜑 (

1

1−𝑟
) (

𝑇∆

1+∆
)1+∆  ,  

із  (2.2) , враховуючи останню нерівність, отримаємо 

𝑙𝑛𝔐(𝑟 ) ≥ 𝑥 (
𝑇̅

𝜂(𝑥)
− 1 + 𝑟)

≥ (
𝑇̅∆

1 + ∆
)

1+∆

 𝜑 (
1

1 − 𝑟
) (

𝑇̅(∆ + 1)

∆𝑇̅
(1 − 𝑟) − (1 − 𝑟))

= (
𝑇̅∆

1 + ∆
)

1+∆

(
1

1 − 𝑟
)

∆(𝑟)

∙
1

∆
 

Звідки, через довільність 𝑇 < 𝑇χ
∗   отримуємо 

𝑇χ 
∗  ≤ (𝑇χ∆)1/(1+∆) ∙

∆_+1

∆
  . 

Якщо 𝑇χ
∗ = 0  , то остання нерівність очевидна. 
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Доведемо протилежну нерівність. Припустимо тепер, що  𝑇χ
∗ <  ∞   і нехай   

𝑥𝑘 ↑ ∞ -  послідовність для якої 

lim
𝑘→∞

𝜂(𝑥𝑘) (1 + 
1 

𝑥𝑘
𝑙𝑛𝑇(𝑥𝑘)) = 𝑇χ

∗                                                      (4.9) 

Припустимо     𝜇 (𝑟) =  max
𝑘≥1

(𝑇(𝑥𝑘) exp(𝑟𝑥𝑘)). 

Аналогічно до (2.10) маємо 

lim
𝑟→1

 (1 − 𝑟)∆(𝑟)𝑙𝑛𝔐(𝑟) ≤ lim
𝑘→∞

(1 − 𝑟𝑘)∆𝑥(𝑟𝑘)𝑙𝑛𝜇(𝑟𝑘), 

а із (4.9) випливає, що  

Т(𝑥𝑘) ≤ exp (𝑥𝑘 (
𝑇

𝜂(𝑥𝑘)
− 1)) , 𝑇 > 𝑇χ

∗. 

Таким чином, 

𝑙𝑛𝜇(𝑟) ≤ max
𝑘≥1

(𝑥𝑘 (
𝑇̅

𝜂(𝑥𝑘)
− 1 + 𝑟)) ≤ max

𝑥
(𝑥 (

𝑇̅

𝜂(𝑥𝑘)
− 1 + 𝑟)) 

≤ (
𝑇̅∆

∆ + 1
)

1+∆

𝜑 (
1

1 − 𝑟
) (

𝑇̅(∆ + 1)

∆𝑇̅
(1 − 𝑟) − (1 − 𝑟)) = (

𝑇̅∆

∆ + 1
)

1+∆

∙
1

∆
 

звідки, через довільність 𝑇 > 𝑇χ
∗  , отримуємо   𝑇χ

∗ ≥ (𝑇χ∆)1/(1+∆) ∙
∆+1

∆
  .  

 Якщо  𝑇χ 
∗ =  ∞ , то остання нерівність очевидна. 

Відмітимо, що для випадку, коли χ(𝑧) − ціла функція, твердження, аналогічні 

теоремам 4.1 , 4.2 отримані в [6]. 

В теорії аналітичних в одиничному колі функцій часто доводиться 

використовувати інші шкали росту, а саме тип і нижній тип , які , відповідно, 

визначаються за формулами  
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𝑡 =  lim(
𝑟→1

1 − 𝑟)∆𝑙𝑛𝔐(𝑟), 𝑇 = lim
𝑟→1

(1 − 𝑟)∆𝑙𝑛𝔐(𝑟). 

Із теореми 4.1 і 4.2 при  𝜑(𝑡) = 𝑡∆+1 отримаємо наступні твердження. 

Наслідок 4.1 Тип t аналітичної  х.ф. χ(𝑧) ймовірнісного закону 𝐹𝑥
∗ визначається 

за формулою   

   lim
𝑥→∞

𝑥−
∆

1+∆ (𝑥 + ln 𝑇(𝑥))+ = (𝑡∆)
1

1+∆  ∙  
1 + ∆

∆
 

Наслідок 4.2  Якщо виконується умова в), то нижній тип T аналітичної  х.ф. 

χ(𝑧) ймовірнісного закону 𝐹𝑥
∗ визначається за формулою      

lim
𝑥→∞

  𝑥−
∆

1+∆ (𝑥 + 𝑙𝑛𝑇(𝑥) = (𝑇∆)
1

1+∆  ∙
1+∆

∆
. 
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5. Висновки. 

Таким чином, у даній роботі досліджено зростання аналітичних функцій 

ймовірнісних законів. Отримані результати для випадків порядку і нижнього 

порядку, узагальненого порядку та уточненого порядку функції 

сформульовані та доведені відповідно у теоремах 2.1, 2.2, 3.1,3.2 та 4.1, 4.2. 

Матеріали магістерської роботи опубліковані в матеріалах ХІІ міжнародної 

науково-практичної конференції «Актуальні проблеми сучасної науки» 

(Дрогобич, 2025) 
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