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АНОТАЦІЯ 

Встановлену найкращу точну оцінку величину виняткової множини, поза 

якою виконуються співвідношення Бореля для подвійних рядів Діріхле. 

 

 

 

ANNOTATION 

The best exact estimate of the size of exceptional set outside which the Borel 

relation for double Dirichlet series holds has been established. 
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1. Вступ 

Нехай 𝑆²(𝜆) — клас цілих функцій 𝐹(𝑧), 𝑧 ∈ ℂ², зображуваних абсолютно 

збіжним для всіх 𝑧 ∈ ℂ² кратними рядами Діріхле: 

𝐹(𝑍) = ∑ 𝐹𝑛𝑒<𝑍,𝜆𝑛>∞

‖𝑛‖=0
, 𝑧 = 𝜎 + 𝑖𝜏,      (1.1) 

з невід'ємною зростаючою послідовністю показників 𝜆𝑛, для яких при 𝜎 ∈

ℝ2 і 𝐹 ∈ 𝑆2(𝜆): 

𝑀(𝜎, 𝐹) = 𝑠𝑢𝑝{|𝐹(𝜎 + 𝑖𝜏)|: 𝜏 ∈ R2}, 𝜇(𝜎, 𝐹) = 𝑚𝑎𝑥{|𝐹𝑛|e〈𝜎,𝜆𝑛〉: 𝑛 ∈  ℤ+
2 } 

‖𝑛‖ =  𝑛1 + 𝑛2 – висота, < 𝑧, 𝜆𝑛 > – скалярний добуток. 

Метою даної роботи є встановлення найкращої точної оцінки величини 

виняткової множини у співвідношенні Бореля 

ln 𝑀 (𝜎, 𝐹) = (1 + 0(1)) ln 𝜇(𝜎, 𝐹)), 𝜎 → ∞,     (1.2) 

в класі 𝑆²(𝜆) за умови: 

∑
1

𝑛𝜆𝑛
(𝑗)

+∞

𝑛=1

< +∞        (1.3) 

Нехай 

- 𝑛𝑗(𝑡) =  ∑ 1
𝜆𝑘

(𝑗)
≤𝑡

 – лічильна функція послідовності j-их компонент 

- 𝑛𝜆(𝑎, 𝑏] =  ∑ 1𝑎≤‖𝜆‖≤𝑏,𝐹𝑛≠0 , 

- 𝜈(𝐸) – 𝜈-міра 𝜈-вимірної множини 𝐸 ∈ ℝ+
𝑝

, тобто 𝜈(𝐸) = ∫ 𝜈
ℝ+

𝑝
∩𝐸

(𝑑𝑥), 

- 𝜈[𝑎, 𝑏] = 𝜈({𝑥 ∈ ℝ+
𝑃 ∶  𝑎 ≤  ‖𝑥‖ ≤ 𝑏}), 

- 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜈 – носій міри 𝜈, 

- 𝑚𝑒𝑎𝑠𝑝(𝐸) – Лебегова міра в ℝ
𝑝

 вимірної за Лебегом множини 𝐸 ∈ ℝ
𝑝

. 

Відзначимо, що в [2] узагальнено результат з [1] на клас 𝑆²(𝜆), p ≥ 2. 

Зокрема доведено: для того, щоб для кожної функції 𝐹 ∈ 𝑆р(𝜆) співвідношення 
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(1.3) виконувалось при |𝜎| → +∞ (𝜎 ∈ 𝐾\𝐸), де K – довільний конус в ℝ𝑝 з 

вершиною у початку координат, такий, що 

𝐾 ∖ {𝑂} ⊂ 𝛾(𝜇) = {𝜎 ∈ ℝ𝑝: 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑡
ln 𝜇(𝑡𝜎, 𝐹) = +∞}, 

а 𝐸 ⊂ ℝ𝑝  −  локально вимірна множина така, що для її міри Лебега: 

meas𝑝(𝐸 ∩ 𝐶(𝑅)) = 𝑂(𝑅𝑝−1), (𝑅 → +∞)   (1.4) 

необхідно і досить, щоб (1.2) виконувалася для кожного 1 ≤  𝑗 ≤  𝑝; 

𝐶(𝑅) − необмежений циліндр в ℝ𝑝, який є образом циліндра 𝐶′(𝑅) =

{𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛): 𝑥2
2 + ⋯ + 𝑥𝑝

2 ≤ 𝑅2} при повороті системи координат навколо 

початку, при якому додатна піввісь 𝑂𝑥1
 переходить у промінь  

{𝜎 = (𝜎1, … , 𝜎𝑝): 𝜎1 = 𝜎2 = ⋯ = 𝜎𝑝 > 0} 

Зауважимо, що із (1.4) для 𝑝 = 2 і кожної додатної зростаючої функції 𝜓(𝑡) 

такої, що  

∫
𝑑𝑥

𝜓(𝑥)

+∞

0

< +∞ 

виконується 

∫
𝑑𝜎1𝑑𝜎2

𝜓(|𝜎|)
𝐸

< +∞     (1.5) 

Справді, для 𝑔 > 0 нехай 

𝐸𝑔 = {𝜎 = (𝜎1, 𝜎2) ∶  𝜎 ∈ 𝐸, |𝜎| = 𝑔}. Тод за умовою (1.4) 

meas (𝐸 ∩ 𝐾2(𝑅)) = 𝑂(𝑅), 

де 𝐾2(𝑅) = {𝜎 = (𝜎1, 𝜎2) ∶  |𝜎| ≤ 𝑅}, звідси, для функції 𝜑(𝑔) =  𝑔 ∫ 𝑑𝜑
𝐸𝑔

 

маємо при 𝑅 → +∞ 
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∫ 𝜑(𝑔) 𝑑𝑔

𝑅

0

= ∫ (∫ 𝑑𝜑

𝑔

) 𝑔 𝑑𝑔 = ∫ 𝑑𝜎1 𝑑𝜎2 = 𝑂(𝑅)

𝐸∩𝐾2(𝑅)

𝑅

0

 

Отже, при 𝑅 → +∞ 

∫
𝑑𝜎1 𝑑𝜎2

𝛹(|𝜎|)
𝐸∩𝑘2(𝑅)

= ∫
1

𝜓(𝑔)
(𝑔 ∫ 𝑑𝜑

𝐸𝑔

) 𝑑𝑔

𝑅

0

=
1

𝛹(𝑅)
∫ 𝜑(𝑔) 𝑑𝑔 +

𝑅

0

 

+ ∫{(𝜑(𝑔 ))−2 ∫ 𝜑(𝑥) 𝑑𝑥

𝑔

0

𝑑𝜓

𝑅

0

(𝑔) ≤ 0(1) + 𝑂(1) ∫
𝑔𝑑𝜓(𝑔)

(𝜓(𝑔))
2

𝑅

0

 

при цьому ми скористалися співвідношенням 𝑅 = 𝑂(𝜓(𝑅)), 𝑅 → +∞. 

Залишається зауважити, що 

∫
𝑔 𝑑𝜓

(𝜓(𝑔)

𝑅

0

(𝑔)
= −

𝑔

𝜓(𝑔)
𝐼0

𝑅 + ∫
𝑑𝑔

𝜓(𝑔)

𝑅

0

≤ ∫
𝑑𝑔

𝜓(𝑔)
< +∞

+∞

0

 

Тому (1.5) справджується. 

Із (1.5), зокрема, для кожного 𝜉 > 0 

∫
𝑑𝜎1𝑑𝜎2

|𝜎|1+𝜉
𝐸\𝐾2(1)

< +∞ 

Таким чином, у сформульованому вище твердженні стосовно 

співвідношення Бореля у випадку 𝑝 = 2 оцінку (1.4) величини виняткової можна 

E замінити оцінкою 
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∫
𝑑𝜎1𝑑𝜎2

|𝜎|𝐸\𝐾2(1)

< +∞ 

при цьому випливає, що існують послідовність 𝜆𝑛 = (𝜆𝑛1

(1)
, 𝜆𝑛2

(2)
), для якої при 𝑗 =

1 і 𝑗 = 2 виконується умова (1.3), функція 𝐹 ∈ 𝑆2(𝜆) стала 𝑑 > 0 і вимірна 

множина 𝐸 ∈ ℝ+
𝑝

 такі, що для кожного 𝜀 > 0 

∫
𝑑𝜎1𝑑𝜎2

(|𝜎|1−𝜀)𝐸\𝐾2(1)

= +∞, 

і для всіх 𝜎 ∈ 𝐸 

ln 𝑀 (𝜎, 𝐹) ≥ (1 + 𝑑) ln 𝜇(𝜎, 𝐹), 

тобто у нашій роботі знайдено найкращу в описаному сенсі оцінку при 𝑝 = 2 

величини виняткової множини у співвідношенні Бореля. 

Об’єктом дослідження є цілі функції, подвійні ряди Діріхле, виняткові 

множини поза межами виконуються асимптотичні оцінки. 

Предметом дослідження є встановлення асимптотичних оцінок для 

подвійних рядів Діріхле та опис властивостей виняткових множин для 

співвідношення Бореля. 

У роботі використовувались методи теорії функцій та функціонального 

аналізу. 
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2. Доведення основних результатів 

Для 𝐹 ∈ 𝑆𝑃(𝜆) і 𝜎 ∈ ℝ𝑝 позначимо через 

𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) =  ∑ 1

〈𝜆𝑛,𝜎〉≤|𝜎|𝑡

 

лічильну функцію членів послідовності 〈𝜆𝑛,
𝜎

𝜎𝑛
〉 таких, що 𝐹𝑛 ≠ 0, а 

ϒ+(𝐹) ≡ {𝜎 ∈ ℝ+: (∀𝑡 > 0)[𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) < +∞]}, 

ϒ1(𝐹) ≡ {𝜎 ∈ ϒ+(𝐹) ∶ ∫
+∞ 𝑙𝑛 𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹)

𝑡2
𝑑𝑡 < +∞} 

Відзначимо, що ϒ+(𝐹) і ϒ1(𝐹) є конусами в ℝ𝑃 з вершиною у початку 

координат. 

Нехай 

𝑛𝑗(𝑡) = ∑ 1

𝜆𝑘
(𝑗)

≤𝑡

 

- лічильна функція послідовності j–тих компонентів векторної 

послідовності λ=(𝜆𝑛). Відомо [1], що умова (1.3) виконується тоді і лише 

тоді, коли  

∫
ln 𝑛𝑗

𝑡2
𝑑𝑡 < +∞

+∞

 

а для 𝜎 ∈ 𝑅+
𝑝

= {𝜎 = (𝜎1,….,𝜎𝑝), 𝜎𝑗 > 0(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝)  } 

𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) ≤ 𝑛1 (
|𝜎|

𝜎1
𝑡) 𝑛2 (

|𝜎|

𝜎2
𝑡) … 𝑛𝑝 (

|𝜎|

𝜎𝑝
𝑡), 

nо із справедливості умови (1.3) для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 випливає, що 

𝑅+
𝑝

⊂ 𝛾1(𝐹) 

Крім цього [3], 𝜎 ∈  𝛾(𝜇) тоді і лише тоді, коли sup{〈𝜎,  λ𝑛〉: 𝑛 ∈  ℤ+
𝑝

} = +∞, тобто 

𝑅+
𝑝

⊂  𝛾(𝜇).  
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У випадку ж, коли – не зводиться до експоненційного многочлена, очевидно, що 

з умови 𝜎 ∈  𝛾(𝐹) випливає sup{〈𝜎,  λ𝑛〉: 𝑛 ∈  ℤ+
𝑝

} = +∞,  тобто ∈  𝛾(𝜇), і отже  

𝑅+
𝑝

⊂ 𝛾1(𝐹)  ⊂  𝛾(𝜇). 

Власне, перехід до “меншого’’ конуса 𝛾1(𝐹) дає змогу уточнити оцінку 

виняткової множини, отриману в [2]. Наскільки такий перехід до “меншого’’ 

конуса, на якому виконується бажане асимптотичне співвідношення, є по-суті, 

нам не відомий. 

Доведемо наступну теорему. 

Теорема 2.1 Нехай 𝐹 ∈  𝑆2(λ). Співвідношення (1.2) є правильним при |𝜎| →

+∞(𝜎 ∈ 𝐾1\𝐸), де 𝐾1 довільний конус (кут) з вершиною у початку координат 

такий, що 𝐾1
̅̅ ̅\{𝑂} ⊂ 𝛾1(𝐹), а множина Е така, що  

∫ ∫
𝑑𝜎1𝑑𝜎2

|𝜎|
Е∩К1

< +∞. 

Доведення теореми 2.1 Без обмеження загальності вважаємо, що  𝐹 ∈  𝑆+
2(λ), 

F(0)=1 і не зводиться до експоненційного многочлена. У подальших міркуваннях 

використовуємо відомі нерівності Чебишова та Маркова. 

При фіксованому 𝜎, е0 = 𝜎/|𝜎| розглянемо функцію g(t) = g(t,𝑒0) = ln 𝐹(𝑡𝑒0), 𝑡 ∈

ℝ+ і на ймовірному просторі ℝ+
2  з мірою  

𝑃(𝑑𝑥) =
1

𝐹(𝜎)
𝑒〈𝜎,𝑥〉𝜈(𝑑𝑥),    𝓍 = (𝓍1𝓍2), 

де міра 𝜈(𝐺) = ∑ 𝛿𝑛
+∞
‖𝑛‖ (𝐺), 𝛿𝑛(𝐺) = 𝐹𝑛, якщо 𝜆𝑛 ∈ 𝐺 і 𝛿𝑛(𝐺) = 0, якщо 𝜆𝑛 ∉ 𝐺 

для кожної обмеженої множини 𝐺 ⊂ ℝ+
2 , випадкову величину 𝜉 = 〈е0, х〉.  Позаяк 

𝐹(𝜎) = ∫ ∫ 𝑒〈𝜎,𝓍〉𝜈(𝑑𝑥)
ℝ+

2 , то при 𝜎 = 𝑡𝑒0 маємо, що математичне сподівання 𝜉 

М𝜉 =  ∫ ∫ 𝜉𝑃(𝑑𝑥) =
1

𝐹(𝜎)
ℝ+

2

∫ ∫〈𝑒0, 𝑥〉

ℝ+
2

𝑒〈𝜎,𝑥〉𝜈(𝑑𝑥) = 𝑔′(𝑡), 

Потрібно при 𝜎 = 𝑡𝑒0 для дисперсії 
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𝐷𝜉 = 𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 = ∫ ∫ 𝜉2𝑃(𝑑𝑥) − (𝑀𝜉)2

ℝ+
2

= 

=
1

𝐹(𝜎)
∫ ∫(〈𝑒0, 𝑥〉)2𝑒𝑡〈𝑒0,𝑥〉

ℝ+
2

𝜈(𝑑𝑥) − (𝑔′(𝑡))
2

= 

=

𝑑2

𝑑𝑡2 𝐹(𝑡𝑒0)

𝐹(𝑡𝑒0)
−

(
𝑑
𝑑𝑡

𝐹(𝑡𝑒0))

2

(𝐹(𝑡𝑒0))
2 = 𝑔′′(𝑡). 

Враховуючи, що при фіксованому 𝑒0 функція 𝑔(𝑡) − опукла на (0, +∞) і, отже 

для кожного 𝑡 > 0 при фіксованому 𝑒0 отримуємо 

              𝑔′(𝑡) ≥
ln 𝐹(𝑡𝑒0)−ln 𝐹(0)

𝑡
=

ln 𝐹(𝑡𝑒0)

𝑡
.                          (2.1) 

Застосовуючи нерівність Маркова 𝑃{𝜉 > 𝑎} ≤
𝑀𝜉

𝑎
, 𝑎 > 0, отримуємо при𝑎 =

2𝑔′(𝑡) та 𝜎 = 𝑡𝑒0 

𝐹(𝜎) =  ∑ 𝐹𝑒〈𝜎,𝜆𝑛〉 + 𝐹(𝜎)

〈𝜆𝑛,𝑒0〉≤2𝑔(𝑡)

∫ ∫ 𝑃(𝑑𝑥) =
〈𝑥,𝑒0〉>2𝑔(𝑡)

 

= ∑ 𝐹𝑒〈𝜎,𝜆𝑛〉 + 𝐹(𝜎)𝑃{𝜉 > 2𝑔′(𝑡)}

〈𝜆𝑛,𝑒0〉≤2𝑔(𝑡)

≤ 

≤  ∑ 𝐹𝑒〈𝜎,𝜆𝑛〉 +
1

2
〈𝜆𝑛,𝑒0〉≤2𝑔(𝑡)

𝐹(𝜎). 

Звідси,  

𝐹(𝜎) ≤ 2    ∑ 𝐹𝑒〈𝜎,𝜆𝑛〉 ≤ 2𝜇(𝜎, 𝐹)

〈𝜆𝑛,𝑒0〉≤2𝑔(𝑡)

𝑛(2𝑔′(𝑡), 𝜎, 𝐹).                (2.2) 

Помітимо, що конус 𝛾1(𝐹) ⊂ ℝ2 насправді є кутом з вершиною у початку 

координат. Справді, якщо (𝜎1,𝜎2) ∈ 𝛾1(𝐹) при 𝜎2 ≥ 𝜎1,то 𝜎2 > 0 і 〈𝜆𝑛, 𝜎〉 =

= 𝜆𝑛1

(1)
𝜎1 + 𝜆𝑛2

(2)
𝜎2 ≤ 𝜎1𝜆𝑛1

(1)
+ 𝜎2𝜆𝑛2

(2)
, тобто 𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) ≥ 𝑛(𝑡, 𝜎̅, 𝐹)при 𝜎̅ = (𝜎2, 𝜎2) і 

промінь 𝑙+ = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2): 𝑥1 = 𝑥2 > 0} ⊂ 𝛾1(𝐹). Якщо ж 𝜎 = (𝜎1,𝜎2) ∈ 𝛾1(𝐹) 
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і 𝜎1 ≥ 𝜎2, то також 𝑙+ ⊂ 𝛾1(𝐹). Подібно встановлюємо, що з того, що 𝜎 =

(𝜎1,𝜎2) ∈ 𝛾1(𝐹) випливає, що кожен промінь, який виходить з початку координат 

і лежить між променем 𝑙+ та променем 𝑙1 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2): 𝜎2𝑥1 = 𝜎1𝑥2, 𝑥2 > 0}  у 

випадку 𝜎2 > 𝜎1 і променями 𝑙+ та 𝑙2 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2): 𝜎2𝑥1 = 𝜎1𝑥2, 𝑥1 > 0}  у 

випадку 𝜎1 < 𝜎2 належить до 𝛾1(𝐹). 

Крім цього, очевидно, що 𝑙𝜎1
= {𝜎 = (𝜎1, 𝜎2): 𝜎2 = 0, 𝜎1 < 0} і 𝑙𝜎2

= {𝜎 =

(𝜎1, 𝜎2): 𝜎1 = 0, 𝜎2 < 0}, а разом з ними і квадрант {𝜎 = (𝜎1, 𝜎2): 𝜎1 < 0, 𝜎2 < 0} 

не належать до 𝛾+(𝐹), а, отже, не належать і до 𝛾1(𝐹). 

Нехай тепер 𝑒0
(1)

= (𝜃1
(1)

, 𝜃2
(1)

)  і  𝑒0
(2)

= (𝜃1
(2)

, 𝜃2
(2)

) – точки на різних сторонах 

кута 𝐾1 такі, що |𝑒0
(𝑗)

| = 1 для 1 ≤ 𝑗 ≤ 2. Для визначеності вважаємо, що 𝑒0
(1)

 – 

перша точка, яка зустрічається при русі з точки (-1;0) вздовж кола |𝜎| = 1 за 

годинниковою стрілкою. 

Якщо 𝜃1
(1)

≤ −
1

√2
 і 𝜃2

(1)
≤

1

√2
, то для 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2) ∈ 𝐾1, |𝜎| = 1,  𝜎2 ≥ 𝜎1 маємо 

𝜃1
(1)

≤ 𝜎1 ≤
1

√2
, 𝜎2 ≥  𝜃2

(1)
, 

тому 〈𝜎, 𝜆𝑛〉 ≥ 〈𝑒0
(1)

, 𝜆𝑛〉, тобто  

𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) ≤ 𝑛 (𝑡, 𝑒0
(1)

, 𝐹). 

Якщо ж −
1

√2
< 𝜃1

(1)
≤ 0 і 

1

√2
< 𝜃2

(1)
≤ 1, то для 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2) ∈ 𝐾1, |𝜎| = 1,  𝜎2 ≥

𝜎1,
𝜃1

(1)

𝜃2
(1)

√2
≤ 𝜎1 ≤

1

√2
  маємо 

𝜎2 ≥
1

√2
≥ 𝛼𝜃2

(1)
, 𝜎1 ≥ 𝛼𝜃1

(1)
 

де 𝛼 =
1

𝜃2
(1)

√2
, а для 𝜃1

(1)
≤ 𝜎1 ≤

𝜃1
(1)

𝜃2
(1)

√2
 маємо 

𝜎2 = √1 − 𝑒1
2 ≥ √1 − (𝜃1

(1)
)

2
= 𝜃2

(1)
, 

тому в обидвох випадках  

〈𝜎, 𝜆𝑛〉 ≥ 𝛼 〈𝑒0
(1)

, 𝜆𝑛〉,  
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тобто  

𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) = ∑ 1 ≤ ∑ 1 = 𝑛(𝑡/𝛼, 𝑒0
(1)

, 𝐹 ),

〈𝑒0
(1)

,𝜆𝑛〉≤𝑡/𝛼〈𝜎,𝜆𝑛〉≤𝑡

  

де суми поширюються лише на та індекси 𝑛 що 𝐹𝑛 ≠ 0. Отже, для 𝜎 ∈ 𝐾1, |𝜎| =

1, 𝜎1 ≥ 𝜎2 у будь-якому випадку для всіх 𝑡 > 0 

𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) ≤ 𝑛 (𝑡/𝛼, 𝑒0
(1)

, 𝐹), 

де 𝛼 ∈ (1/√2 ,1) – деяка стала. 

Подібно переконуємося, що для 𝜎 ∈ 𝐾1, |𝜎| = 1, 𝜎1 ≤ 𝜎2 і для всіх 𝑡 > 0 

𝑛(𝑡, 𝜎, 𝐹) ≤ 𝑛 (𝑡/𝛽, 𝑒0
(2)

, 𝐹), 

для деякої сталої 𝛽 ∈ (1/√2 ,1). 

Отже, з (2.3) отримуємо, що при 𝜎 = 𝑡𝑒0 

                                        𝐹(𝜎) ≤ 2𝜇(𝜎, 𝐹)𝑛0(𝛿𝑔′(𝑡), 𝐹),                                (2.3)        

де 𝛿 = 2𝑚𝑎𝑥 {
1

𝛼
;

1

𝛽
} , 𝑛0(𝑢, 𝐹) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑛 (𝑢, 𝑒0

(1)
, 𝐹) ; 𝑛 (𝑢, 𝑒0

(2)
, 𝐹)}. Позаяк  𝑒0

(1)
 ∈

𝛾1(𝐹),  𝑒0
(2)

 ∈ 𝛾1(𝐹), то ∫ 𝑢−2 ln 𝑛0(𝑢, 𝐹)𝑑𝑢 < +∞
+∞

0
, а остання умова є 

рівносильна (4) до умови: існує додатна неперервна зростаюча функція 𝜑(𝑡) 

така, що ∫
𝑑𝑢

𝜑(𝑢) 
< +∞ 

+∞

0
і  

                                       ln 𝑛0(𝑢) = 𝑜(𝜑−1(𝑢))       (𝑢 → +∞),                   (2.4) 

де  𝜑−1(𝑢) – функція обернена до функції 𝜑(𝑢). 

Залишається довести, що для кожного 𝜎 ∉ Е, 𝜎 = 𝑡𝑒0 

                                               𝛿𝑔′(𝑡) ≤ 𝜑(𝑔(𝑡)) = 𝜑(ln 𝐹(𝜎)),                   (2.5) 

де Е – множина така, що  

                                                              ∫ ∫
𝑑𝜎

|𝜎|𝐸∩𝐾1
< +∞.  
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Визначимо Е = {𝜎: 𝛿𝑔′(𝑡) > 𝜑(𝑔(𝑡)), 𝜎 = 𝑡𝑒0 }, а для фіксованого 𝑒0, Е(𝑒0) =

{𝑡 > 0: 𝛾𝑔′(𝑡) > 𝜑(𝑔(𝑡))}. Переходячи до полярних координат 𝜎1 = 𝑡 cos 𝜏, 𝜎2 =

𝑡 sin 𝜏,  отримуємо 

 ∫ ∫
𝑑𝜎
|𝜎|𝐸∩𝐾1

= ∫ ( ∫ 𝑑𝑡

𝐸(𝑒0)

)𝑑𝜏 ≤ 𝛿 ∫ ( ∫
𝑔′(𝑡)

𝜑(𝑔(𝑡))
𝑑𝑡

𝐸(𝑒0)

) 𝑑𝜏 ≤

𝜏2

𝜏1

𝜏2

𝜏1

 

≤ 𝛿 ∫ ( ∫
𝑑𝑢

𝜑(𝑢)
𝑔(𝐸(𝜑0))

) 𝑑𝜏 ≤ 𝛿 ∫ (∫
𝑑𝑢

𝜑(𝑢)

+∞

0

) 𝑑𝜏 ≤

𝜏2

𝜏1

𝜏2

𝜏1

3𝜋

2
𝛿 ∫

𝑑𝑢

𝜑(𝑢)

+∞

0

< +∞, 

при цьому 𝜏𝑗 такі, що 𝑒0
(𝑗)

= (cos 𝜏𝑗 , sin 𝜏𝑗) 𝑖 −
𝜋

2
< 𝜏1 < 𝜏2 < 𝜋. 

Позаяк F – не зводиться до експоненційного многочлена, то 𝛾1(𝐹) ⊂ 𝛾(𝜇) і тому 

|𝜎| = о(ln 𝐹(𝜎)) (|𝜎| → +∞, 𝜎 ∈ 𝐾1
̅̅ ̅ ⊂ 𝛾1(𝐹)). Отже, з (2.1) при 𝑡 → +∞ 

отримуємо  

𝑖𝑛𝑓{𝑔′(𝑡): 𝑒0 ∈ 𝐾1
̅̅ ̅ } ≥ 𝑖𝑛𝑓 {

1

𝑡
ln 𝐹(𝑡𝑒0): 𝑒0 ∈ 𝐾1

̅̅ ̅} → +∞. 

Тому з (2.3)- (2.5) при 𝜎 = 𝑡𝑒0, |𝜎| → +∞ ( 𝜎 ∈ 𝐾1
̅̅ ̅\𝐸) маємо  

ln 𝐹(𝜎) ≤ ln 2 + ln 𝜇(𝜎, 𝐹) + ln 𝑛0 (𝛿𝑔′(𝑡), 𝐹) = 

= ln 𝜇(𝜎, 𝐹) + 𝑜(𝜑−1(𝛿𝑔′(𝑡)) ≤ ln 𝜇(𝜎, 𝐹) + 𝑜(𝜑−1(𝜑(ln 𝐹(𝜎)))) = 

= ln 𝜇(𝜎, 𝐹) + 𝑜(ln 𝐹(𝜎)). 

Теорему 2.1 доведено. 

З теореми 2.1 негайно отримуємо наступний наслідок. 

Наслідок 2.1 Для того, щоб для кожної функції 𝐹 ∈ 𝑆2(𝜆) співвідношення (1.2) 

виконувалося при |𝜎| → +∞ (𝜎 ∈ ℝ+
2 \Е), де  ∫ ∫

𝑑𝜎

|𝜎|𝐸
< +∞, необхідно і 

досить, щоб при 𝑗 = 1 𝑖 𝑗 = 2 виконувалась умова (1.3). 

Доведення. Перед формулюванням теореми 2.1 вже відзначалось, що з умови 

(1.3) випливає включення  ℝ+
2 ⊂ 𝛾1(𝐹). Тому достатність отримуємо негайно з 

теореми 2.1. 

Для доведення необхідності, припустимодля визначеності, що  
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∑
1

𝑘𝜆𝑘
(1)

= +∞,

+∞

𝑘=1

 

тоді, як уже відзначалось вище 

∫ 𝑡−2 ln 𝑛𝑗(𝑡)𝑑𝑡 = +∞.
+∞

 

Тому за наслідком [2] існує  𝐹 ∈ 𝑆2(𝜆) з невід'ємними коефіцієнтами така, що 

для всіх 𝜎1 ≥ 𝜎1
0, 𝜎2 ≤ 𝜎1 і деякого 𝑑 > 0 

                            ln 𝐹(𝜎1; 𝜎2) ≥ (1 + 𝑑) ln 𝜇(𝜎1; 𝜎2).                               (2.6) 

Залишається зауважити, що для 𝐸+ = {(𝜎1; 𝜎2) ∈ ℝ2 ∶  𝜎1 ≥ 𝑎 > 0,   0 ≤ 𝜎2 ≤ 𝜎1} 

∫ ∫
𝑑𝜎

|𝜎|
𝐸+

≥ ∫ (∫ 𝑑𝑡

+∞

𝑎

) 𝑑𝜏 = +∞.

𝜋/4

0

 

Наслідок 2.1 доведено. 

Таким чином отримуємо, що знайдене у цьому пункті описання виняткової 

множини у співвідношенні Бореля у певному сенсі найкраще можливе у всьому 

класі 𝑆2(𝜆). 

Правильна наступна теорема. 

Теорема 2.2. Існує послідовність 𝜆, для якої при 𝑗 = 1, 𝑗 = 2  виконується умова 

(1.3), існують функція 𝐹 ∈ 𝑆+
2(𝜆), локально вимірна множина 𝐸 ∈ ℝ+

2  така, що  

∫ ∫
𝑙𝑛2|𝜎|𝑑𝜎

|𝜎|
𝐸∩ℝ+

2

= +∞ 

і стала 𝑑 > 0 такі, що нерівність (2.6) виконується для всіх 𝜎 ∈ Ε. 

Доведення. Нехай 𝑓1 ∈ 𝑆+
1(𝜆1), а функція 𝑓2 ∈ 𝑆+

1(𝜆2) довільна така, що 

𝜇(𝑡, 𝑓2) ≤ 𝜇(𝑡, 𝑓1)    (𝑡 > 0), 

де 𝜆2 = (𝜆𝜅
(2)

) – довільна послідовність, зокрема така, що при , 𝑗 = 2  

виконується умова (1.3). Зрозуміло, що такий вибір функції  𝑓2 − можливий, 

позаяк підклас класу 𝑆+
1(𝜆2), в який входять функції 𝑓2 такі, що 𝜇(𝑡, 𝑓2) ≤
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𝜑(𝑡) (𝑡 ≥ 𝑡0), не порожний для кожної фіксованої функції 𝜑(𝑡)/𝑡 → +∞ (𝑡 →

+∞). 

Виберемо в лемі 3 з [5] ℎ′(𝑥) = ln 𝑥2. Тоді для всіх 𝑥 ∈ [𝜘𝑘 , 𝜘𝑘 + 𝑐𝑘
∗/ℎ′(𝜘𝑘)], 0 ≤

𝑦 ≤ 𝑥, 𝑘 ≥ 1 для функції 𝐹(𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑦) маємо 𝐹 ∈ 𝑆2(𝜆) і за нерівністю 

Коші 

ln 𝐹(𝑥; 𝑦) ≥ (1 + ℎ) ln 𝜇(𝑥, 𝑓1) + ln 𝜇(𝑦, 𝑓2) ≥ 

≥ (1 + ℎ/2)(ln 𝜇(𝑥, 𝑓1) + ln 𝜇(𝑦, 𝑓2)) = 

= (1 + ℎ/2) ln 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝐹). 

Залишається тепер зауважити, що для множини 

𝐸 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ+
2 : 𝜘𝑘 ≤ 𝑥 ≤ 𝜘𝑘 +

𝑐𝑘
∗

ℎ′(𝜘𝑘)
, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥, 𝑘 ≥ 1} 

маємо 

∫ ∫
𝑙𝑛2√𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
𝐸

≥
1

√2
∫ ∫

𝑙𝑛2𝑥𝑔𝑥𝑑𝑦

𝑥
≥

𝐸

 

≥
1

√2
∑ ∫ 𝑑𝑦 ∫

𝑙𝑛2𝑥𝑔𝑥

𝑥

𝜘𝑘+𝑐𝑘/𝑙𝑛2(𝜘𝑘)

𝜘𝑘

𝜘𝑘

0

+∞

𝑘=1

≥ 

≥
1

√2
∑ 𝜘𝑘

+∞

𝑘=1

𝑙𝑛2𝜘𝑘 (𝜘𝑘 +
𝑐𝑘

∗

𝑙𝑛2𝜘𝑘
)

−1

∫ 𝑑𝑥 =

𝜘𝑘+𝑐𝑘/𝑙𝑛2(𝜘𝑘)

𝜘𝑘

 

=
1

√2
∑ 𝑐𝑘

∗𝜘𝑘 (𝜘𝑘 +
𝑐𝑘

∗

𝑙𝑛2𝜘𝑘
)

−1+∞

𝑘=1

 

а 𝜘𝑘 (𝜘𝑘 +
𝑐𝑘

∗

𝑙𝑛2𝜘𝑘
)

−1

→ 1(𝑘 → +∞), а також ∑ 𝑐𝑘
∗ = +∞+∞

𝑘=1 , тому останній ряд 

розбіжний, а отже  

∫ ∫
𝑙𝑛2|𝜎|𝑑𝜎

|𝜎|
𝐸

= +∞ 

Теорему 2.2 доведено. 
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З теореми 2.2 безпосередньо отримуємо наступне твердження. 

Наслідок 2.2.  Існує послідовність 𝜆, для якої при 𝑗 = 1, 𝑗 = 2  виконується 

умова (1.3), існують функція 𝐹 ∈ 𝑆+
2(𝜆), локально вимірна множина 𝐸 ⊂ ℝ+

2  така, 

що для кожного 𝜀 > 0 

∫ ∫
𝑑𝜎

|𝜎|1−𝜀

𝐸∩ℝ+
2

= +∞ 

і стала 𝑑 > 0 такі, що нерівність (2.6) виконується для всіх 𝜎 ∈ Ε. 

Справді, |𝜎|𝜀 > 𝑙𝑛2|𝜎| для всіх досить великих |𝜎| і тому залишається 

застосувати теорему 2.2. 
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3. Висновки 

Таким чином, у даній роботі розглянуто клас цілих функцій, зображених 

абсолютно збіжними подвійними рядами Діріхле. 

Встановлено точні оцінки величини виняткової множини для виконання 

співвідношення Бореля. 

Основні результати доведені у теоремах 2.1, 2.2 та наслідках 2.1, 2.2, де показано, 

що описання цієї виняткової множини у певному сенсі найкраще можливе в 

усьому класі функцій 𝑆2(𝜆). 

Результати магістерської роботи опубліковано в матеріалах ХІІ міжнародної 

науково-практичної конференції «Актуальні проблеми сучасної науки» 

(Дрогобич, 2025) 
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